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Cours MMC Continu de la matiére

Contenu de la matiere

Chapitre 1 : Théorie de 1’état des contraintes

Chapitre 2 : Théorie de 1’état des Déformations

Chapitre 3 : Relations de comportement (relations entre
contraintes et les déformations)
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Cours MMC Théorie des contraintes

Théorie des contraintes

1. Vecteur contrainte

Soit un solide sollicité extérieurement par des forces (forces
ponctuelles, forces réparties, ...). Soit S une surface de
séparation de la partie 1 sur la partie 2.

¢

Partie(1)

F, etF, sont des forces extérieures ponctuelles ;
Q, : Force extérieure répartie

Figure 1. Solide en équilibre

Autour d’un point M, on choisi, un petite élément de surface
ds.
7 : lanormale unitaire sortante de dS
Avec ||7]| = 1

Les actions exercées par la partie 2 sur la partie 1 a travers
dS ont pour résultante Tf La contrainte agissant sur la section
élémentaire dS au point M est obtenue par 1’expression
suivante :

. df
¢ =lim=¢
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Cours MMC Théorie des contraintes

Le vecteur C est appelé vecteur contrainte.

Le vecteur contrainte C est défini par le rapport entre 1’¢lément
de force W appliqué sur I’¢1ément de surface dS (dS «< 1).

Le vecteur contrainte en M sur une face de normale 7 est
défini par

df

5(1\/1,ﬁ)=E

Contrainte : ensemble des forces surfaciques s’exerc¢ant sur un
¢lément d’un milieu continu.

Ces forces peut étre :

Normales a la surface ou tangentielles :

CM,R) =0, 7+ 1.T

La composante normale du vecteur contrainte :
o, =C(M,R).7

La composante tangentielle du vecteur contrainte :
T=C(M,7).T

~+y
o
S

ds

Figure 2. Composantes du vecteur contrainte
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2. Tenseur de contraintes
Principe de Cauchy — Euler
Considérons un parallélépipede de matiere construit autour

de I’origine O d’un systéme d’axes (x;) cartésien (figure 3).

Sur les trois facettes positives normales aux axes agissent les
vecteurs contraintes C,,C, et C; (figure 3a). Chacun d’eux a trois
composantes paralléles aux axes :

- une composante normale o;; (pas de somme).
- deux composantes tangentielles o;; (i # j).

Le premier indice indique la face sur laquelle la composante
agit, le second 1’axe auquel la composante est parallele. La
composante est positive si elle agit dans le sens de 1’axe, sur la
face positive (fig.3b). Sur la face négative, le sens positif est

inversé en vertu du principe de I’action et de la réaction.

a. Vecteurs contraintes b. Composantes a;;
sur trois facettes
Figure 3- Convention de signe et notation
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Le vecteur de contrainte

- —_— T
C(M,df,ds) = Lir%é
Aupoint M : C = C(df,ds)

On appelle tenseur de contraintes o;; , le tenseur suivent :

021 Oz 03|« Cy

rn 012 013]<—C1
g;;i =

J

031 03z 033]« (5

3. Formule fondamentale de Cauchy
La formule fondamentale de Cauchy est :

C = O'l'j.ﬁ
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b.
Figure 4- Tétraédre élémentaire de Cauchy
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4. Equation de mouvement
Cas unidimensionnel

0y (x)

ds

dx
(24

x+dx —Y

Oy (x + dx)

R€----

Figure 5:

o, (x)agit sur la facette positionnée en x.
o, (x + dx)agit sur la facette positionnée en (x + dx).
A partir de I’équation d’équilibre nous pouvons écrire :

do,
E’I'fvx =0
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Cas bidimensionnel

A y
x,y+dy x+dx,y+dy
dy
dx
> X
Cx,y) x +dx,y
Figure 6 :

A partir des équations d’équilibre nous pouvons écrire :

ax a +fvx = 0
do do.

yx yy

0x oy oy =0

Généralisation
div(O'ij) +fvj =0

Equilibre Rotationnel
A partir des équations d’équilibre, la somme des moments par
rapport au centre = 0, nous pouvons demontrer :

(ayx - axy)dxdydz =0

= Oyx = Oxy

Généralisation : De méme fagons : o;; = gj; Si i # j.
Donc le tenseur de contraintes est symétrique
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5. Condition a la surface
C= 0.1
La condition & la surface est :
0;j. 1 = F sur A,
Avec A, : partie de la surface extérieure du solide pour
laguelle les contraintes sont connues.

A, .
Fa

—

Fa
Figure 7 :

6. Décomposition du tenseur de contrainte
0;j = 000;; + Si;
Avec
S;j - Tenseur déviateur des contraintes
006;; - Tenseur contrainte sphérique

o, : Contrainte normale moyenne.

1
Op = §Uii
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7. Contrainte principales, directions principales et les
invariants

Iz =0y
1
Il =5 (01105 — 01037)
111, = deto
det[o;; — A6;;] = det(c — A1) =0
“B 4+ 12— 1A+ 1, =0

M=o, Z2A; =0y = =0y
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