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1 Intégration

1.1 Définition

n

Soit f une fonction définie et bornée sur un intervalle [a, b]. Soit o(n) = (z;),
et £(n) = (&), deux séquences telles que

a=T0< 11 < < Tp_1 <, =0 & € (v, xy), i=1,...,n. (1.1)

La séquence o(n) est appelée subdivision de l'intervalle [a,b] et £(n) une suite
subordonnée. Posons

Axr; = x; — x_1; 0, = max Aux;
i=1,...,n

On appelle somme de Riemann relative a la subdivision o(n) et au systeme de
points £(n), la quantité

Su(f,0,8) = Zf(fz‘)(fci —Tio1) = Zf(fz‘)AfCi- (1.2)

Géométriquement, cette somme représente l'aire de tous les rectangles de bases
[z;_1,z;] et de hauteurs respectives & pour i = 1,...,n.

Augmentons le nombre n de points de la subdivision de sorte que 9, — 0. Si
la somme (1.2) admet une limite finie /(f) qui est indépendante du choix de la
subdivision o(n) et du systeme &(n), ¢’est-a-dire

Ve > 0,30 > 0,Y(c(n),&(n)): 6, <d=|S.(f,0,8) —I(f)] <e (1.3)

on 'appelle alors intégrable de Riemann de f entre a et b que nous notons par

/f(a:)dx— I (1.4)

© Introduction a I’Analyse, O. Boukhadra. [5]. 23 décembre 2022.



1.1 Définition 1 INTEGRATION

On dit aussi que f est intégrable au sens de Riemann ou Riemann-intégrable ou tout
simplement intégrable. La lettre x dans la notation de l'intégrale est dite variable
muette et ne joue aucun role. On peut utiliser a la place n’importe quelle autre
lettre y,t,u, etc. Les valeurs a et b sont dites les bornes de l’intégrale, a étant
la borne inférieure et b la borne supérieure.

On convient que ,
/ f(x)dz = —/ f(z)dx, (1.5)
b a

/ f(x (1.6)

En méme temps, notons que si f = 1 sur [a, b], alors il vient que

/abf(x)dx:/abdx:b—a

et sia=0b,

EXEMPLE 1.1 (Fonction constante) Soit f : [a, b] — R une fonction constante : f ()

c. Alors, f est intégrable car pour toute subdivision o = (z;)!, de [a, b], nous avons

D’ou, il vient que

n

b
/ flz)dz = D(f,0) =d(f,0o) :ZCA$i:c(b—a)

=1

En particulier, quand f(z) = 1, on écrit

b b b
/f(x)da::/ldx:/ dr=b-a
b
/de:O

EXEMPLE 1.2 Soit f : [a,b] — R telle que f(z) = d.(z) o ¢ € [a,b],i.e. f(x) =0
sauf sur ¢ ou f(c) = 1. Montrons que

/abf<x>dx=

et si f(z) =0, on a

O



1.2 Propriétés fondamentales 1 INTEGRATION

Supposons sans perdre de généralité que ¢ € (a,b) et soit € > 0. Considérons la
subdivision o = {a,c — §,c+ J§,b} ou 0 > 0 est tel que § < min{e/2,¢ — a,b — c}
Alors, nous avons que

D(f,o)= sup f(x)26=20<c¢

x€[c—0,c+0]
et que
d(f,o)= inf f(x)20=0> —¢

z€[ec—6,c+0]

D’ou, nous obtenons que

D(f,0) —d(f,0) < 2¢

1.2 Propriétés fondamentales

Nous avons la quelques propriétés fondamentales du calcul d’intégrale. Pour des
raisons de facilité de notations, nous écrivons fa fdx.
En premier, comme pour la dérivation, I'intégration est aussi linéaire :

Théoréme 1.3 Soit f et g deuz fonction intégrables sur [a,b]. Alors, nous avons

(7)
/j(f—i—g)d:cz/jfdx%—/jgdx (1.7)

/ab)\fdx:/\/abfdx (1.8)

/abfdx:/acfder/cbfdx (1.9)

Quant au produit de deux fonctions intégrables, I'intégrabilité n’est pas perdue.
Explicitement :

(17) Pour tout A € R,

(i4i) Pour tout ¢ € (a,b),

Théoréme 1.4 Soit f,g deuz fonctions intégrables sur [a,b]. Alors, le produit fg
est aussi une fonction intégrable sur |a,b).

En plus des propriétés essentielles que nous venons de voir, il y a des inégalités
importantes. Commencons par les plus basiques.

3



1.2 Propriétés fondamentales 1 INTEGRATION

Théoréme 1.5 Soit f et g deux fonction intégrables sur [a,b]. Alors, on a que

(i) si f(z) € [m, M] pour tout x € [a,b],
m(b—a)g/bfd:ch(b—a) (1.10)

(1) Si f(x) < g() sur [a,b],

/abfd:cg/abgd:c (1.11)

‘/abfdx‘g/abmdx (1.12)

En outre, nous donnons séparément les deux incontournables inégalités suivantes
qui sont en fait des extensions d’inégalités pour les séquences de nombres réels.

(iid)

Théoréme 1.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit f, g deux fonctions intégrables

sur [a,b]. Alors, on a
b b b
/ |fg|dz < / frdx / g*dz (1.13)

Remarque 1.7 L%négalité de Cauchy-Schwarz se généralise de la maniére sui-
vante (cf. [1]). Si p,q > 1 sont deuz réels tels que

_l’_
p g

alors on a l'inégalité de Holder :

b b 1/p b 1/q
/Ifgldasé (/ dex) (/ gzdx) (1.14)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine la célebre inégalité suivante.

Théoréme 1.8 (Inégalité de Minkowski intégrale) Soit f, g deux fonctions intégrables
sur [a,b]. Alors, on a

\//:uﬂ Flghdr < \//abf?dw+ \//abgzdx (115)




1.3 Criteres d’intégrabilité 1 INTEGRATION

Remarque 1.9 On généralise 'inégalité de Minkowski intégrale de la maniére
sutvante. Pour tout p > 1,

(/ab(|f| + |g|)de> " < </ab|f|pdx) 1/,,+ (/b |g|de> " (1.16)

La preuve de cette généralisation se base sur le méme argument pour le cas p = 2
en utilisant [inégalité de Holder.

1.3 Criteres d’intégrabilité

Avant de pouvoir donner des exemples d’intégration, nous allons voir d’abord
quelques conditions suffisantes pour 'existence de I'intégrale de Riemann, notam-
ment la monotonie et la continuité.

Théoréme 1.10 Si f est une fonction bornée et monotone sur [a,b], alors elle
est intégrable sur cet intervalle.

Cependant, le critere d’intégrabilité le plus utilisé est le suivant.
Théoréme 1.11 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors, [ est intégrable.

ExXEMPLE 1.12 Considérons la fonction f(z) = x. C’est la une fonction clairement
continue sur tout R, et qui plus est, croissante. Calculons alors fol xdx. Pour ce
faire, il suffit par le Théoreme 1.11 de choisir une bonne subdivision de [0, 1] et un
séquence subordonnée appropriée. Par exemple, nous avons

Alors, il vient que

n .

! . 1 7

zdr = lim — g —

0 n—oo N - n
=1
Doyt
i=1

= lim
n2
. nn+1) 1
= lim — s =3
2n 2
ol nous avons utilisé la célebre somme des n premiers entiers naturels. O

Le Théoreme 1.11 se généralise de la maniere suivante.



1.3 Criteres d’intégrabilité 1 INTEGRATION

Théoréme 1.13 Soit f une fonction bornée et continue sur l'intervalle [a,b] sauf
en un nombre fini de points. Alors, f est intégrable sur [a,b].

Théoréme 1.14 Soit f une fonction bornée et continue sur l'intervalle [a,b] sauf
en un nombre fini de points ay,...,a,. Alors, f est intégrable sur |a,b] et son
intégrale est donnée par

[ = Z [

ol ag = @, dpy1 = b.
ExeEMPLE 1.15 Considérons sur [0, 2] la fonction
f@) =2 1lpy(z) + (3 —z) Lpy(z)

Nous avons la une fonction continue par morceauzr et bornée. Il est clair que 1 est
un point de discontinuité de f. Cependant, f est intégrable selon le Théoreme 1.14.
Calculons alors son intégrale. Nous avons déja (cf. Exemple 1.12) que

/Olf(af)dx:/olxdx:%
/12f(x)dx:/013—xdx

Soit la subdivision et la suite subordonnée

Il reste donc a calculer

D’ou, il vient en reprenant les méme calculs de ’exemple précédent que

;f(f”“i:ﬁz@‘%): 275

=1

Ainsi, nous obtenons que

/Olf(ﬁ)dxz/olf(x)dx+/l2f(x)dx:%4_;:2
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1.4 Primitive et théoréeme fondamental

Soit f une fonction intégrable sur [a, b]. Définissons

0= [ fu

Remarquons en premier le fait important suivant.

Théoréme 1.16 Soit f une fonction intégrable sur [a,b] et posons

¢:xH/xf(u)du (1.17)

Alors, la fonction ¢ est continue sur [a,b].

On peut se demander alors si ¢ est dérivable. La réponse est généralement
négative. En effet, considérons la fonction f définie sur [0, 1] par

fa) = {1 siz € [0,1/2];

—1 sinon

Il est alors facile d’obtenir a I'aide des sommes de Riemann et du Theoreme 1.3,

[T K stz €]0,1/2];
_/o f<u)du_{1—x sinon

Clairement, ¢ n’est pas dérivable au point 1/2.
Le théoreme suivant donne une condition suffisante de la dérivabilité de ¢.

Théoréme 1.17 Supposons que [ soit une fonction continue sur |a,b]. Alors, la
fonction ¢ est dérivable sur [a,b] et on a

Vo € [a,b]: ¢ (x) = f(2) (1.18)

Utilisons la propriété (1.18) de ¢ pour établir une nouvelle notion : on appelle
primitive de f toute fonction F' dérivable sur [a, b] et telle que

Vo € la,b]:  F'(z) = f(z) (1.19)

La relation qui lie les primitives d’une fonction donnée est la suivante.
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Théoreme 1.18 Soit Fy, Fy deux primitives d’une fonction f. Alors, la différence
entre I et Fy est une constante, i.e. il existe c € R tel que

F1 — FQ = C
Nous arrivons au théoréme fondamental du calcul intégral, a savoir :

Théoréme 1.19 Soit F' une primitive d’une fonction f continue sur [a,b]. Alors,
on a

b
/ f(x)de = F(b) — F(a) (1.20)

Remarque 1.20 On utilise souvent la notation

IR

Notons qu’en vertu du Théoréme 1.18, on a sous les conditions du Théoréeme 1.19
que

[ s =o0

A noter aussi que si F' est une primitive d’une fonction f, alors f n’est pas
forcément continue comme le montre l’exemple suivant. Considérons la fonction

Fle) = {:c2 cos(1/x) sz: x # 0;
0 stnon
Cette fonction est dérivable sur tout R et sa dérivée est donnée par
2z cos(l/x) —sin(1/x) six #0;
flx) = { |
0 sinon

La dérivée f n’est clairement pas continue en 0.

La formule fondamentale du calcul intégrale (1.20) permet de calculer directe-
ment une intégrale quand on connait une primitive de la fonction a intégrer. Nous
donnons ci-apres un exemple simple mais nous consacrerons plus bas une section
pour rappeler et connaitre les dérivées et primitives des fonctions usuelles.

EXEMPLE 1.21 Soit & intégrer la fonction x +— x? sur [1,2]. Comme nous savons
que x/3 est une primitive de cette fonction, alors

7

[ o= = )=

8



1.4 Primitive et théoreme fondamental 1 INTEGRATION

O

ExXEMPLE 1.22 (La moyenne d’une fonction) Nous avons Sachant que la dérivée
de cos est —sin, alors, grace au théoreme fondamental du calcul intégral, il vient

que

1 ™
— / sinzdr = [—cosz|f =0
0

T

En méme temps, si I’on prend une subdivision de [0, 7] en intervalles de longueur
1/n et une suite subordonnée (im/n), il résulte que

1 n . 1 T
lim—ZsinE:—/ sinzdz =0
n ‘= n T Jo
O

On convient d’appeler l'intégrale indéfinie de f, une représentation quel-
conque de sa primitive, ce que 1’on note par

/fdx

Si F' est une primitive de la fonction f, nous écrivons vu le Théoreme 1.18,
/fdx = F(x) + ¢, (1.21)
ol ¢ est une constante réelle quelconque. Par exemple,
/sinmda: = —cosx+c

La priorité principale de I'intégrale indéfinie est la linéarité :

Théoréme 1.23 Soit f, g deux fonctions admettant des primitives. Alors, on a

(¢)
/(f+g)dx:/fd:c—|—/gdx.

/)\fd:p:/\/fdx, VA € R.

(i)
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1.5 Meéthodes d’intégration

Pour calculer des intégrales, il existe des méthodes connues dont nous allons en
connaitre ici deux des plus utilisées. En premier, nous avons

Théoréme 1.24 (intégration par parties) Soit f,g deux fonctions dérivables et
admettant des dérivées continues sur |a,b]. Alors, on a

b b
/fg’dxz[fg]ﬁ—/ flgdz (1.22)

Remarque 1.25 A supposer que les fonctions f, g soient dérivables et admettent
des dérivées continues sur un domaine donné, nous pouvons €crire

[tdas=tg- [ roa (1.23)

EXEMPLES 1.26 (1) Soit & calculer la primitive [ ze®dz En vertu de la formule
(1.23), nous obtenons

/a:exda::xex—/exdx:ex(x—l)—i-c

(2) Calculons [ e*sinzdz. En appliquant une fois la formule de l'intégration par
parties, nous obtenons,

/exsinxdm =esinx — /e“” cos x dzx,
et d’un autre coté, par la méme formule, il vient que
/em cosxdxr = e* cosx + /e“csinxdx
Ainsi, il en résulte que
X 3 1 x :
e’sinxdr = 3¢ (sinx — cosz) + ¢
(3) L’intégration par parties donne aussi

/xsinxdx——xcosx—i—/cosxdx—sinx—xcosx—l—c

10



1.5 Méthodes d’intégration 1 INTEGRATION

Une conséquence importante de I'intégration par parties permet d’écrire le reste
de la formule de Taylor sous forme intégrale qui se préte parfois mieux a majoration
que le reste de Lagrange.

Théoréme 1.27 (Formule de Taylor avec reste intégrale) Soit une fonction f de
classe €™ sur [a,b]. Alors

+Z S 10 + /b(b;—f”ﬂ“”(x)dx (1.24)

La deuxieme méthode importante que nous allons voir utilise un changement
de la variable d’intégration, autrement dit, on change d’intervalle d’intégration.

Théoréme 1.28 (changement de variable) Soit f une fonction continue sur [a, b]
et ¥ : [a, B] — [a,b] une fonction continument dérivable sur [, ] et telle que

W(a) = a, () = b. Alors, la fonction t — f(1(t))Y'(t) est intégrable sur o, B] et

on a b P
/ f(x)da = / FOB()Y (1) dt (1.25)

Remarque 1.29 La formule de changement de variable (1.25) écrite sous la forme

de primitive donne
[ r@as= [ s (1.26)

ExeEMPLES 1.30 (1) Calculons
3
1
—d
], T

Posons x = e'. Alors, il vient que

3 2 log 3 2 log 3 1 1
JAEIY L L B
5 z(logz) loga T g2 (log2)?  (log3)

(2) Calculons [ zsin(2? 4 1) dz. Posons ¢ = 22 + 1. Nous obtenons alors que

1 1 1
/msin(x2+1)dx:§/sintdt:—écost—l—c:—§cos(x2—|—1)+c

11
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1.6 Primitives de fonctions usuelles

Nous terminons avec cette section qui donne des primitives a quelques fonctions
des plus utilisées.

Fonction rationnelle

Nous allons voir dans cette ici les primitives des fonctions rationnelles, a
savoir les fonctions qui s’écrivent sous la forme P/Q ou P et () sont des polynomes.
Les primitives de ces derniers se calculent facilement en utilisant la forme générale
d’un monome :

xn+1
/x” dz = +c (1.27)

Notons par deg P la plus grande puissance d’un polynome P, on lit alors degré
du polynéme P.

Le résultat suivant montre que le calcul des primitives de fonctions rationnelles
revient & un calcul automatique de primitives de fractions simples.

Théoreme 1.31 Soit P, Q) deux polynomes tels que deg P < deg@. Soit a le
coefficient du monéme x3€? dans le polynome Q. Alors, on a que

(1) il existe des entiers naturelles ny,...,ng et my, ..., my tels que

ny+...+ng+my+ ... +my =degQ,

et il existe des racines réelles xq,...,xy et des valeurs réelles p;,q;,1 = 1,...,k
telles que
¢ k
Q(x):aH T —x;) Hx + pix + q;)™, (1.28)
i=1 =1
avec

p; —4q; <0, Vi=1,...,k,

(17) la fraction P/Q s’écrit sous la forme

P(Jb‘)_ L L bijr + cij
Q(x) _ZZ (x — ;) ZZ (@2 + px + 1) (1.29)

i=1 j=1 i=1 j=1

ot les a;j, b;; et c;; sont des réels.

12



1.6 Primitives de fonctions usuelles 1 INTEGRATION

Remarque 1.32 [l est connu en Algebre (cf.[7)) que la division euclidienne (suivant
les puissances décroissantes) d’un polynome P par un autre polynomes Q) # 0 donne

P=5Q+R, (1.30)

ou S est un polynome dit quotient et R est un autre polynome dit reste de la
division, lesquels satisfont deg R < deg (). Le calcul de la primitive d’une fraction
P/Q revient donc a trouver la primitive d’un polynome, ce qui est immédiat, et
les primitives des fractions simples que 'on voit dans la somme (1.29), ce qui est
présenté ci-apres.

Intéressons-nous maintenant a calculer les primitives des fractions simples appa-
raissant dans (1.29). Considérons une fraction P/Q telle que deg P < deg ). Pour
la premiere forme des fractions simples, nous avons clairement

d
/m—x:c- = log|lr — x| +¢ (1.31)
dx -1
—_— = . > 1. 1.32
/ Ty I = (1.32)

Quant a la seconde forme des fractions simples, posons de maniere générale,

ar +b

) 1.33
(22 + pr + q) (1.33)

ol a,b €R, j €N et p,qsont tels que p? — 4¢ < 0. Nous pouvons alors écrire
2?4 pr+q=(r—p/2) +q-p*/i=(x—a) + 5

Notons que « £ i sont les racines complexes du dernier polynome. En effectuant
le changement de variable x = a + ($t, nous obtenons que

/ ar +b Qo — a / t dt+ao¢+b/ 1 &t
(22 +pr+q) —  BED ) (2+1) 32 (t2 4+ 1)d

Par conséquent, le calcul de la primitive de la fraction (1.33) se ramene a trouver
les primitives suivantes :

t 1
I _/—(t2+ = /—(t2+ o

Pour la premiére primitive I;, choisissons le changement de variable u = ¢* + 1.
Nous obtenons alors

1 1
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D’ou,
1
I = 5 log(t* + 1) + ¢,

et pour 5 > 1,
7 —1
T2 = 1)1+ 1)i!

Pour la seconde primitive .J;, une intégration par parties donne

+c

t t2
J=———42j | ————dt
T +1)y * J/ (t2 1)+ 7

donc,
1t 2j — 1
Jio1 = — .
M @ 2

Par récurrence, le calcul de la primitive se réduit a celui de

Jj

1
Jl—/t2+1dt—arctant+c

Et par substitution, on obtient les fonctions de x.

ExeEMPLES 1.33 (1) Considérons l'intégrale

| ewm®

Par décomposition, il vient que

T 1 1
(r—8)(2z—8) -8 2238

Dot

(2) Calculons

3
/1+x3d$

La décomposition en fractions simples donne

3 1 T — 2

1423 241 a22—zx+1

14
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Et nous obtenons 5
33'2—564-1:(:13—1/2)24—1

En posant = = 1/2 4+ 1/3t/2, il résulte

-2 t— 1
/I—d —/ \/gdt:—log(t2+1)—\/§arctant+c

2 —x+1 v 24+ 1 2
Et donc 5 | 1 5
x -+ X —
——dzx =1lo ——\/garctan——i—c
1+ 23 g\/:L‘Q—x—f—l V3

Fonction rationnelle en sin et cos

Maintenant, considérons une fonction rationnelle en sin z et cos x, ¢’est-a-dire a
la place de x dans un fraction rationnelle, on trouve 'une ou ’autre fonction ou un
produit de puissances des deux, ce que I’on note par R(sin z, cos x). Intéressons-nous
a calculer la primitive

/R(sinx,cos x)dx (1.38)

La méthode générale consiste a utiliser le changement de variable t = tan(z/2).
De ce fait et en vertu de Pythagore, nous avons
. X t T 1
sin— = ——, 08— = ——.
2 V142 2 V14t
Ce qui, par la formule de changement de variable (1.26), rameéne l'intégration (1.38)
au calcul de la primitive d’une fonction rationnelle en ¢. Ce changement de variable
donne facilement en utilisant les propriétés élémentaires des fonctions cos et sin,
2t 1—t* dx 2

1+2 “CTTIIe @ 1+ (1.39)

sinx =

ExeEMPLES 1.34 (1) Calculons la primitive

/ dx
sinx

En utilisant (1.39), nous obtenons que

dz dt x
— = —zlog]t|+c:log‘tan—‘+c
sinx t 2

15
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/ dx
CoST

Avec le changement de variable ¢ = tan(x/2) et la propriété

(2) Soit a calculer

tanx + tany
t = 1.40
an(e +y) 1 —tanztany ( )

il vient que

/ dz / 2 gt =1 ‘1+t‘+ ] ‘t (x+7r>]+
= =log|——| +c=log|tan ( = + —
COS T 1 —¢2 gl—t & 2 A4 ¢

O

Il existe des cas particuliers ot il serait plus facile d’utiliser d’autres changements
de variable. Nous avons par exemple les trois cas suivants. Nous donnons en parallele
le changement de variable adéquat, R étant une fonction rationnelle.

/R(sin x) cos x dz, t = sinz;
/R(Cos x)sinz dz, t = cosx;
R(ta
/ w dzx, t=tanx
cos? x

ExeMPLES 1.35 (1) Calculons

sinx
/ tanx dx = / dx
CcoS T

Considérons le changement de variable ¢ = cosz et notons que sinx = /1 — t2.
Rappelons que arccos’'t = —1/v/1 —t%, on a

i 1
/Smmdx:—/—dt:—log|t|+c:log
CcoS T t

+c
| cos x|

(2) Considérons cette fois-ci

cos T
/ cotxdx = / y dx
sinx

16
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Posons t = sin z et notons que cos x = v/1 — t2. Rappelons que arcsin’ t = 1/4/1 — ¢2.
Il en résulte que

1
/cotxdx:/;dt:10g|t|+c:log|sinx|+c

O

Si, par ailleurs, la fraction R(cos x, sin x) se réduit & un polynéme trigonométrique
P(cosz,sinx), alors il est toujours possible de linéariser P en une combinaison
linéaire de cos et sin et ce a 'aide de 'exponentiel polaire (e = cosx + isinx) et
de la formule de Moivre ((e®*)™ = ¢™*). En effet, on a

Ainsi, par substitution, on obtient ladite combinaison. Par exemple,
P(cosz,sinx) = cos® zsin’ x

Alors, il vient que

P(z) = % (e + e_m)Q — (" — e‘”)g

ce qui donne apres simplification que

i

P(I‘) — % (<€i5az _ 671'51) _ (ei&r _ efi?)x) _ 2(€m _ efiz>)
1 : : .
= 16 (—sin(5x) + sin(3z) + 2sinz)

Par conséquent, nous avons

1 /1 1
/P(cos x,sinz)dr = T (5 cos(bx) — 3 cos(3x) — 2 cos :17) +c

Fonction rationnelle en ¢&*

Considérons une fonction rationnelle en e*, i.e.
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ou P et ) deux polyndomes. Nous voulons calculer

/R(e”") dz

Pour ce faire, observons qu’il suffit d’effectuer le changement de variables e = ¢.
On obtient alors une fonction rationnelle en ¢ et I'intégrale se traduit par

/ R 4
t
EXEMPLES 1.36 (1)

/dx _/ dt _/@_/dt
T+er ) t(1+t) ) ¢ 1+t
t
- 10g(1+t)+c

1
= x+log<1+€x>—|—c

dz 2 2
/ sinh / et —e 7 o / t?2—1

6$

C

1 ‘—t_1]+ 1
= O Cc = 10
S &

= log‘tanh (g) ‘ +c

18
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1 INTEGRATION

Tableau récapitulatif de primitives

n+1
1./x"dx: :17
n-+1

3./sinxdx = —cCcosz

5./tanxdx = —log| cos z|

"/
COs T

ofun(3+ )
O an |\ — —
& 21

9. / 7, = tanzx
cos
11. /e dr =¢€”
13. /smhxdx = coshz
15. /tanhx dx = log cosh x
17. / = arctansinh =
cosh x
19. / —tanhx
co
d:z: T 1 T
21. = - arctan — = ——arccot—
22 + a2 + a? a a a

= log ‘x + Va2 + a?

23. | ——
/ \/952 + a2
1

25 / dz 1
. —— — — 10
zva?+z?2 a

T
& a4+ Va2 + 22

27./\/x21a2dx:
28./\/@2—x2d:c:

N8 N8

2. / = log ||
x
4. /tanxd$— log | cos x|
6. /cotxdx = log | sin x|
8. / log‘tan ‘
sin
10. / 5— = —cotx
sin® x
12. /axdx
log a
14. /coshxdx =sinhx
16. /cothxdx = log | sinh z|
18. / = —arccot cosh x
sinh x
d
20. / a —cothzx
sin
dz 1 r—a
22. | ———=—1
/xz—cﬁ 2a it r+a
d
24/% = arcsing

1 a
arccos —

dx
206. | — = —
6/:E\/x2—a2 a x

2
\/ij:aQi% log‘x—i-\/ﬁj:a?

2

5 5, @ . T
va® — xr° 4+ — arcsin —
2 a

asin(bz) — bcos(bx)

29. / e sin(bx) dx = e**

19
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2 Intégrales généralisées

2.1 Définitions

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I. On dit que f est localement
intégrable sur [ si f est intégrable sur tout sous-intervalle compact [«, 5] C 1.

Soit a € Ret b € RU{oo} avec a < bet f une fonction localement intégrable sur
[a,b). On dit que I'intégrale fab f(z)dz converge ou aussi que f est intégrable sur
[a,b) ssi [ f(t) dt admet une limite finie quand # — b_ (limite & gauche). Laquelle
limite est alors appelée intégrale généralisée ou impropre de f sur [a,b) que
I’on note aussi fab f(x)dz. Notons qu’il est possible que la limite tende vers I'infini.
Mais, si la limite n’existe pas, on dit que fab f(z)dz diverge.

De maniere similaire, pour —oco < a < b < oo, on dit que [ est intégrable
sur (a,b], si —f est intégrable sur [—b, —a). En outre, on étend la définition aux
intervalles ouverts (a,b) avec —oo < a < b < 0o en disant que ff f(z)dz converge
si pour un ¢ € (a,b), f est intégrable sur (a,c| et [c,b). L'intégrale impropre est

alors donnée par \ .
[ o= [ s@aes [ p@a

Plus généralement, on peut avoir une fonction f définie sur un intervalle donné
I de bornes a,b € R U {£oo} sauf en un nombre fini de points, disons ¢y, ..., ¢,.
Alors, si f est localement intégrable sur tout [, 5] C I, on dit que f; f(z)dx
converge si chacune des intégrales suivantes convergent

/aq f(I)dx,/c:l f(a:)dx,...,/cjf(x)dx

Dans ce cas, on écrit,

/abf(:p)dx:/:l f(g;)dx+/: f(x)dx+---+/cjf(x)dx

© Introduction a I’Analyse, O. Boukhadra. [5]. 23 décembre 2022.
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Enfin, on dit qu'une fonction localement intégrable sur [a,b) est absolument
intégrable si |f| est intégrable sur [a,b). On dit aussi que 'intégrale fab |f(z)|dz
est absolument convergente, ce que l'on écrit par

[ 1wl <o

Cependant, si fab |f(z)|dz = oo et que fabf(x) dz converge, on dit alors que f est
semi-intégrable. Nous verrons plus bas que l'intégrale généralisée absolue est plus
forte que l'intégrale généralisée.

EXEMPLE 2.1 (Intégrale de Riemann a l'infini) Soit @ > 0 et considérons la
fonction 7 sur [1, 00). Nous avons

< ) log x sia=1
/ r %dz = lim
1 vooo | (z7 P —=1)/(1—a) sia#1

N oo — .
D’ou, f1 x~“dx converge ssi a > 1. O

EXEMPLE 2.2 (Intégrale de Riemann a l'origine) Soit a > 0 et considérons
cette fois-ci la fonction = sur (0, 1]. Nous avons

b ) —logx sia=1
" %dr = lim
0 a=01 | (1—2 M) /(1—a) sia#1
Il en résulte que fol x~*dx converge ssi a < 1. O

EXEMPLE 2.3 L’intégrale fooo sin z dx diverge parce que
xr
/ sintdt =1 —cosx
0

ce qui montre que la limite n’existe pas quand x — oo. O

2.2 Propriétés fondamentales

Il s’agit ici de généraliser quelques propriétés fondamentales de I'intégration de
Riemann comme la linéarité, le changement de variable et I'intégration par parties.
Nous avons en premier la propriété suivante qui justifie la définition de l'intégrale
généralisée sur (a, b).
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Théoréme 2.4 Soz’t f une fonction intégrable sur [a,b). Alors, pour tout ¢ € (a,b),
f est intégrable sur [c,b) et on a

/f dx_/f dx+/f

Réciproquement, si f est localement intégrable sur [a,b), il existe ¢ € (a,b) tel
que fabf(x) dx converge.

En second lieu, la linéarité de l'intégrale de Riemann reste vraie.

Théoréme 2.5 (Linéarité) Si f et g sont deux fonctions intégrables sur |a,b), il
en est de méme de af + Bg pour tous a, € R et on a

/abaf(l‘)+5g(l’)dx:a/abf(x)da:—i—ﬁ/abg(x)dsc

Pour le changement de variable, nous avons un résultat similaire a (1.25).

Théoréme 2.6 Soit f une fonction localement intégrable sur [a,b) et 1) une fonc-
tion bijective (croissante) de classe €' de [a, B) dans [a,b). Alors, (f o)y est
localement intégrable sur [, B) et on a

/f dx—/ F (2.1)

Autrement dit, les deux intégrales convergent et sont égales ou divergent en méme

temps.
/°° dx
0 1 -+ 33'2

C’est la une intégrale impropre que nous pouvons calculer directement ;

/°° dz farctan o] T
= |arctanz]” = —
o 1+ a2 02

Sinon, soit le changement de variable z = tant de [0,7/2) dans [0, c0). Alors, par
application des formules (2.1-77), nous obtenons

S| w/2
/ _xQZ/ d =
0o l+x 0 2

Remarquons alors que la transformation donne une intégrale de Riemann ordinaire.
O

EXEMPLE 2.7 Soit a calculer

22
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En fin, quant a l'intégration par parties, nous avons

Théoréme 2.8 Soit f,g: [a,b) = R, deuz fonctions continument dérivables telles
que lim,_,;, f(x)g(x) existe. Alors, on a

b
[ 1@t = @i - [ e (22)

EXEMPLE 2.9 Soit a calculer
1 2
log(1 —
/ og( : ) de
0 X
Nous avons

/Ombg(lt—;ﬁ)dt: [<1—%> log(l—tQ)K—/Ox (1—%) 1__2; dt

Remarquons Pastuce d’avoir choisi comme primitive de ¢~2 la fonction 1—1/t. Nous

avons
lim(t — 1) log(1 —t) =0
t—1

d’ou, il vient que l'intégrale en question est égale a

1
—2d
/ x:—210g2
o 1+x

2.3 Fonctions positives

Nous allons voir ici des criteres importants sur la convergence des intégrales
impropres de fonctions non négatives. Evidemment, les mémes résultats sont vraies
pour une fonction non positive f car il suffit de prendre —f, et aussi pour |f].

Théoréme 2.10 Soit f une fonction non négative localement intégrable sur [a,b).
Alors, f;f(x) da converge ssi [ f(t)dt est majorée, autrement dit

/f )dr < 0o <= IM > 0,Vz € [a,b) /f t)ydt < M

En vertu de ce dernier théoreme, nous obtenons un autre résultat important qui
donne par comparaison un critere de convergence des intégrales impropres.
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Théoréme 2.11 (Critere de comparaison) Soit f et g deux fonctions non négatives
et localement intégrables sur [a,b). Si f < g, alors

/abg(x)dxg /abg(x)dx

EXEMPLE 2.12 Considérons l'intégrale fooo e~ dz. Remarquons que e™** < e™@
quand x > 1. Alors, nous avons

0 1 1
/ e dx < / e da 4 [—e )P dr = / e dr+e ! < oo
0 0 0
O

Par ailleurs, nous avons un autre résultat, le suivant, qui nous apprend qu’il
suffit, pour avoir des intégrales de méme nature, que les deux fonctions comparées
se comportent pareillement quand = — b.

Théoreme 2.13 Soit f et g deux fonctions non négatives localement intégrables
sur [a,b). Supposons que

lim S =1 (2.3)
Alors, f:f(x) dx et fabg(x) dx convergent ou divergent en méme temps.

Remarque 2.14 On applique le plus souvent ce critére d’intégrabilité par compa-
raison a une intégrale de Riemann ou a une intégrale de Bertrand, i.e. une fonction
“ ou a4z (logx)*. Voir Exemples 2.1-2.2
et Exemple 7?7. Ainsi, selon que l'on étudie f a l'infini ou au voisinage de 0, elle
aura la méme nature que = si f(x)/z* — 1 quand x — oo ou x — 0.

Nous utilisons dorénavant la notation f ~ g pour dire qu’a la limite de x en un
point ou a l'infini, nous avons

f(z)

Iim~—<% =1
g9(w)

f sera comparée a la fonction puissance x~

EXEMPLE 2.15 Soit

o dx
/0 T+ \/m
Alors, nous remarquons que
1
T+ \/m h
De ce fait et par comparaison avec 'intégrale de Riemann, I'intégrale en question
est convergente. O

312
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2.4 Critere de Cauchy

Pour connaitre la converge d’une intégrale impropre sans calculer sa limite, on
utilise le critere suivant.

Théoréme 2.16 (Critere de Cauchy) Soit f une fonction localement intégrable
b ‘
sur [a,b). Alors, [ f(x)dx converge ssi

Ve > 0,3c € [a,b),Vz,y € (c,b) :

/: f(t) dt‘ <e (2.4)

Il découle du critere de Cauchy pour les intégrales impropres des conséquences
importantes. A commencer par le fait que la convergence absolue des intégrales
impropres est plus forte que 'intégrabilité impropre.

Théoréme 2.17 Soit f une fonction localement intégrable sur [a,b). Alors, on a

b b
/ |f(z)]dz < co = / f(z)dx converge

Nous avons un autre critere célebre dérivé du critere de Cauchy.

Théoréme 2.18 (Regle d’Abel)  Soit f et g deux fonctions localement intégrables
sur [a,b) telles que f décroit vers O et g vérifie

/: g(x)dx

La regle d’Abel donne un corollaire plus pratique pour vérifier la convergence
de quelques intégrales impropres.

aM > 0,z € [a,b) : <M

Alors, lintégrale f:f(x)g(:c) dz converge.

Corollaire 2.19 Soit [ et g deuz fonctions localement intégrables sur [a,b) telles
que f est monotone et bornée sur |a,b] et f:g(a:) dz converge. Alors, f:f(:v)g(x) dz
converge.

EXEMPLE 2.20 Etudions I'intégrale impropre suivante

*sinzx
/ dr, aeR"
1

xOL

Appelons cette intégrale I(«) et supposons en premier que o < 0. Remarquons
que sint positif quand
te2mn,2rn+m7], neN
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en plus, pour un ¢ dans cet intervalle, nous avons t~* > 1. D’ot1, nous obtenons que

(2mn4m) : ¢ (2mn4m)
/ 2 gt / sint dt
( (

2mn) o 27n)

> 2

>

Nous voyons alors que la négation du critere de Cauchy est vérifiée. Donc, I(«) est
divergente.
Maintenant considérons le cas a > 0. Observons que f(x) | 0 et d’'un autre c6té

que
/ sintdt
1

Ainsi, par application de la regle d’Abel, Théoreme 2.18, I(«) est convergente.

<2

O

2.5 Valeur principale de Cauchy

Soit f une fonction localement intégrable sur [a,b] \ {c}. L'intégrabilité de f
dépend alors par définition de son intégrabilité sur [a,c) et (c,b], i.e. quand les
deux limites suivantes existent

c—¢ c—48
lim/ f(z)dz, lim/ f(z)dx

e—0 6—0

Il est possible que ces deux derniere n’existent pas indépendamment 'une de 'autre
mais si 'on prend € = 4, on obtient une limite finie. Dans ce cas, cette limite est
appelée valeur principale de Cauchy de fab f(z)dz qui est alors donnée par

lim ( / ) de + / ) dx) (2.5)

A Topposé, on peut avoir une intégrale impropre du type

/Z f(z)do

ou f est localement intégrable sur R. En l'occurrence, l'existence de l'intégrale
dépend des deux intégrales impropres suivantes qui sont indépendantes 'une de

lautre. "
A}gnoo/_M f(z) dz, 1%520/ f(x)dx
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pour un ¢ quelconque de R. La, on peut s’intéresser a la quantité suivante

lim /_Rf(x) dz (2.6)

R—o00

Et si elle existe, on I'appelle valeur principale de Cauchy de ffooo f(z)dz.

Notons que la notion de valeur principale de Cauchy est une définition allégée
de l'intégrale impropre. Son intérét apparait dans différents domaines de ’analyse,
notamment ’analyse complexe et la théorie des distributions.

ExXEMPLE 2.21 Considérons l'intégrale impropre

b de
, a<c<b
a T—C

Il est facile de voir qu’elle diverge mais sa valeur principale de Cauchy existe bien.
En effet, nous avons

i ¢ da bodx b—c
lim + = log
e—~0\J, x—c e4e T—C c—a
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3 Equations différentielles

3.1 Définitions et généralités

On appelle équation différentielle (en abrégé ED) toute équation mettant en
relation une fonction inconnue y de la variable indépendante x avec une ou plusieurs
de ses dérivées et z. Par exemple,

v =5r+3
ey y// + 2(3///)2 -1
4y® + sinzy® 4 5zy =0

ol nous notons de maniere générale

m _ 4"y
dan

Y = la dérivée d’ordren

L’ordre d’une ED est I'ordre de la dérivée la plus élevée de la fonction inconnue
apparaissant dans I’équation. Par exemple, dans les trois premieres équations ci-
dessus, les ordres respectifs sont 1,2 et 5.

L’écriture dite standard d’une ED d’ordre n € N* est donnée sous la forme

y" = f(z,y .. y"Y) (3.1)

ol f est une application réelle définie sur une partie de R**!,

Une ED est dite équation différentielle ordinaire (en abrégé EDO) si la
fonction inconnue qu’elle comprend ne dépend que d’une seule variable indépendante
ou que les dérivées de la fonction inconnue apparaissant dans ’équation sont données
par rapport a une seule variable indépendante. Les premiers exemples donnés sont
des équations différentielles ordinaires. Si la fonction inconnue dépend de plusieurs

© Introduction & I’Analyse, O. Boukhadra. [5]. 23 décembre 2022.
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variables indépendantes et on voit apparaitre dans I’équation des dérivées par rap-
port a deux variables ou plus, I’équation est dite équation aux dérivées par-
tielles (en abrégé EDP). Par exemple,

Py Oy

o2 or

Une solution d’une ED d’une fonction inconnue y et d’une variable indépendante

x sur U'intervalle I est la fonction y(x) qui satisfait ’équation pour tout = € I. Sa

représentation graphique est dite courbe intégrale.

0.

EXEMPLE 3.1 Soit 'ED
y// + 4y — 0
Alors, il est facile de vérifier que la fonction donnée par
y(x) = ¢ 8in(2x) + 5 cos(2z),

ol ¢y, co sont des constantes arbitraires, est une solution sur tout R de 1’équation
donnée. O

Résoudre ou intégrer une ED consiste a trouver toutes les solutions possibles
de ’équation. La forme générale d’'une ED est celle qui donne toutes ses solutions
sous la méme forme. Notez qu’il est possible qu’une solution d’'une ED peut ne pas
s’écrire sous la forme générale de la solution. On dit dans ce cas que c’est une
solution singuliere.

Si des conditions supplémentaires sur la fonction inconnue et ses dérivées sont
imposées pour une valeur donnée de la variable indépendante, on parle alors de
probleme de valeur initiale ou probleme de Cauchy. Ces conditions consti-
tuent les conditions initiales, une expression qui sous-entend que z, la variable
indépendante notée souvent ¢, est un temps, ce qui n’est pas nécessairement le cas.
Si les conditions supplémentaires sont données pour plusieurs valeurs de la variable
indépendante, le probleme est appelé probleme de valeur limite et les conditions
sont des conditions aux limites. Une solution a un probleme de valeur initiale
ou de valeur limite est une fonction qui résout I'ED et satisfait les contraintes
supplémentaires du probleme.

EXEMPLES 3.2 Soit

y'+2 =et y(m) =1
C’est la un probleme de valeur initiale car les deux conditions supplémentaires
portent sur une meéme valeur x = m. Cependant, le probleme suivant

y'+2y =€ y(0)=1,y(1)=1
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est un probleme de valeur limite. O

L’existence et I'unicité locales des solutions des ED constituent le fondement
de la théorie desdites équations. Le théoreme classique d’existence et d’unicité de
Cauchy-Lipschitz (voir par exp. [4]) garantit pour nous l'existence et 'unicité
des solutions des équations usuelles que nous allons voir. Malheureusement, nous
n’allons pas pouvoir donner la démonstration de ce théoreme, laquelle demande
la généralisation de la notion de dérivabilité (ou différentiabilité) a des espaces de
Banach qu’est R", ce qui sort du cadre des objectifs modestes de cet ouvrage.

3.2 Equations différentielles du premier ordre

Nous allons considérer ici les ED du premier ordre élémentaires du type stan-
dard, c’est-a-dire données sous la forme

y/ = f(l',y)

Equations a variables séparées

On appelle ED du premier ordre a variables séparées toute équation de la forme

fwW)y = g(x) (3.2)

ou f et g sont deux fonctions.
Pour résoudre une équation du type (3.2), supposons que F' et G soient des
primitives de f et g, i.e. Alors, par dérivation, nous obtenons que

d%F(y(x)) = f)y

De ce fait, la formule (3.2) est équivalente a

d

—Fly(e)) = G'(a)

et, par intégration, il en résulte que
F(y) =G(z) + ¢ (3.3)

Inversement, toute fonction dérivable y satisfaisant (3.3) est solution de I’équation
(3.2). En effet, par dérivation des deux cotés de (3.3), il vient que

F'(y)y = G'(x),
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ce qui est équivalent a
W)y = g(z)

Ainsi, résoudre (3.2) revient a trouver des primitives & f et g, et toute fonction
satisfaisant (3.3) est une solution a (3.2).

Remarquons que réécrire une ED a variables séparées sous la forme (3.2) s’ap-
pelle séparation des variables.

Dans le cas ou il est possible de trouver les primitives des fonctions f et g de
I'éq. diff. (3.2), il se peut qu’il ne soit pas possible d’exprimer y en fonction de z.
Dans ce cas, la solution est laissée sous sa forme implicite (3.3).

Si 'on impose une condition initiale y(zg) = yo, on choisira alors la constante ¢
apparaissant dans ’équation (3.3) telle que

¢ = F(yo) — G(xo)
ExeEMPLES 3.3 (1) Intégrons 1’équation :
y =21+
Par séparation des variables, il résulte

/

Yy
1+ 42

=X

D’ou,

x? x?
arctany = ?—I—c:>y:tan (?—1—0)

(2) Considérons ’équation

T
y =—--
Y

qui, en séparant les variables, donne

/

yy = —2
La solution est exprimée sous la forme :

2 2
%+%:c<:>y2+x2:2c

La derniere équation montre que ¢ doit étre positive si y est une solution de
I'équation. Posons alors 2¢ = a2, ce qui donne

y2+x2 = a2
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Cette équation présente deux solutions différentielles en fonction de la variable x :

= vVa?—2x2, —a<z<a,
Yo = —Va?—22, —a<zr<a

Les courbes intégrales y; sont des demi-cercles au-dessus de ’axe des abscisses, et
les o sont des demi-cercles en-dessous de 'axe des .

(3) Soit
y cosy — 2z = 0, y(0) =0

La solution de ce probleme de valeur initiale sur 'intervalle (—7 /2, 7/2) s’écrit sous
la forme
siny =2 + ¢

Etant donné la condition initiale, la solution est donc donnée par la fonction Yy =
arcsin 22, O

Une ED du premier ordre sous la forme standard est dite homogene en x et y
si

VieR: f(ta,ty) = f(z,y)

Autrement dit, ’équation peut étre écrite sous la forme

/ Y
=0
x
Pour ce genre d’ED, il est possible d’effectuer une séparation des variables en
opérant le changement y = xv. Il vient alors que

ce qui donne par séparation des variables

G\
—

gv)—v =z

LED résultant exprimée en fonction des variables x et v peut étre résolue comme
équation différentielle a variables séparées, la solution de ’équation originelle étant
obtenue en effectuant la substitution inverse.
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EXEMPLE 3.4 Nous avons ’éq. diff. homogene

o aty?
Yy = .
Ty

En utilisant la substitution invoquée précédemment y = xv, nous obtenons

dv

1
rT— = —
dr v

La solution de cette équation est alors
v? = 2log|z| +c = loga* + ¢
Ainsi, la solution a I’équation différentielle premiere est donnée par

y* = 2?log2® + ca®

Equations linéaire du premier ordre

On appelle ED linéaire du premier ordre (en abrégé EDL') toute équation de
la forme

Y = f(z)y + g(x) (EDL')

ou g et h sont deux fonctions définies sur un intervalle donné. On définit 'ED
homogene associée (EDL'H) & (EDL') en y annulant le terme g(x), i.e.

27 = f(x)z (EDL'H)

Pour résoudre (EDL'), on peut utiliser la méthode dite méthode d’intégration
que I'on résume ci-apres. L’équation homogene associée est une équation a variables
séparées que 1’on peut écrire sous la forme

/

I\

Une primitive de z’/z est donnée par log |z|, donc

log|z| = /fdx = F(z)+c¢,
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ou F' est une primitive de f sur I. On obtient que
2] = e ef'® — 2 = £ecF@

La valeur e =: X\ couvre tout R* et comme 2z = 0 est une solution de 1’équation
homogene, la solution générale de I’équation homogene est alors

2(z) = A ef'@

Ensuite, une solution particuliere y, de (EDL') peut étre recherchée par la
méthode de variation de la constante sous la forme

Nous avons
yh(x) = (N(2) + Az) f(2))e"@

Par substitution dans (EDL'), nous obtenons que y, est une solution de cette

derniere ssi
Ve el: N(z) = g(z) e F@),

ce qui donne

La solution générale de 1’équation complete (EDL') est donnée par
y = e @A () (3.4)

ol une constante arbitraire apparait dans le terme A(x).
Le théoréme suivant résume les propriétés des solutions de EDL!.

Théoréme 3.5 Soit une (EDL') avec f,g des fonctions continues sur un inter-
valle I. Alors, on a que
(i) la solution générale de (EDL'H) s’écrit sous la forme

z=\el'@

ot A € R est une constante arbitraire et F' est une primitive de f.
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(i) toute solution de I’équation compléte (EDL') est de la forme

y=z+y,=c'@ /g(x)e_F(“) dz, (3.5)

ot z est la solution générale de l’équation homogene et y, est une solution
particuliére de I’équation compléte (EDL') donnée par

y =el'@ /g(a:)e_F(x) dz

(7i1) pour tout couple (xo,y0) avec xg € I, il existe une unique solution au
probleme de valeur initiale

/

y = f(x)y+g(x), Y(x0) = Yo,

donnée par
y =@ <yoe_F(x°) +/ g(t) e F® dt) (3.6)

zo

Remarque 3.6 Intégrer une EDL' revient donc a calculer deuz intégrales (primitives) :

Fa) = [ f@yds, A = [ o) @

EXEMPLES 3.7 (1) Considérons ’EDL suivante sur (1, 00) :

Y = Y

= 1
31:—1+

Trouvons la solution de cette équation vérifiant la condition initiale y(2) = 0. Nous
avons sur (1,00),

F(x):/x ! dz =log(z — 1)

rz—1

A(z) = / e 18 (=-1) de =log(z — 1)+ ¢
Ce qui donne la solution générale :

y=(r— 1)(10g(x— 1)+c)

Si y(2) = 0, alors ¢ = 0. Dong, la solution & notre probléme de valeur initiale est
donnée par

y=(z—1log(r —1)
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(2) Soit 'ED linéaire suivante
y'sinx —ycosz =1 (3.7)

L’EDL'H associée est
Zsine —zcosx =0

Cette équation admet des solutions sur tout intervalle (k7, (k + 1)7) avec k € Z.

Nous avons ,
z cos T

z sin x
donc z = A sinx avec A € R. Nous voulons une solution particuliere de la forme
Yo = A(x) sinz qui est solution de (3.7) ssi

sinz (N (z)sinz + A(z) cosz) — A(z) cosz =1

ce qui donne
1
)‘/(x) = 2

sin” x
La fonction — cot z vérifie cette derniere équation. Nous pouvons donc choisir

yo(z) = —cosx
et la solution générale de (3.7) sur les intervalles (k7, (k 4+ 1)m) est donnée par

Yy =csinxr — cosx

Equations de Bernoulli et de Riccati

Nous allons voir ici deux cas particuliers d’ED du premier ordre dont I’étude se
ramene A celle d'une EDL!. En premier, on appelle ED de Bernoulli, une équation
donnée par

v =f@)y* +g(@)y (3.8)
ou f et g sont des fonctions continues sur un intervalle de R et o € R.

Une maniere de résoudre ce genre d’équations est d’opérer le changement de
variables

z=y (3.9)
Ce qui transforme 1’équation (3.8) en une EDL! pour la fonction inconnue z(z);
Z=(1-a)g(z)z+ (1 —a) f(x) (3.10)
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EXEMPLE 3.8 Soit 'ED de Bernoulli

3
y = atyl/3 4 “y

1-1/3

En posant z =y , NOUS avons

3
y = 232 ot y = §Z1/2 o

Ainsi, nous obtenons I'ED

§Z1/2 o §Z3/2 — 242

2 T

soit 5 5
7= Zz=xt

3

Par application de la méthode vue précédemment, la solution de cette EDL! est
alors
gty 2o
z=cuw 5
En faisant la substitution inverse, il vient que la solution a l’équation de notre
exemple est donnée par

2
y = (ca® + =a°)3?

9
O
Par ailleurs, nous avons I’ED dite de Riccati qui est définie par
Y = f(@) s+ 9(a)y + o) (311)

ou f,g et h sont des fonctions continues sur un intervalle de R et o € R.
Siy, est une solution particuliere de I'équation du type (3.11), on pose y = y,+u.
Il vient alors que

u' = fle)u’ + (2 (@)y, + g(2)u

Ce qui est une équation de Bernoulli avec o = 2.

EXEMPLE 3.9 Soit 'ED de Riccati suivante :

2 1
y’zy——<2—|——)y+x+2
T T
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Sachant que y, = x est une solution (particuliere) a cette équation, posons y =
yp + u. Nous obtenons que

2

Ensuite, soit v telle que u = v'~? = 1/v. Donc la fonction v vérifie 'EDL! suivante

La solution est alors
1 1
V= —x — v —dz=14+cx
T

T

Ce qui donne par substitution

==z
y +1+cx

3.3 EDL du second ordre

Dans cette section, il s’agit d’ED du second ordre standard, i.e.

y' = f(z,y,v")

Nous nous intéresserons aux cas des ED linaires, a savoir
y'+ @)y + g(x)y = h(z)

EDL? homogénes

Commencons par le cas des équations dites homogenes. Nous appelons une EDL
du second ordre homogene (en abrégé EDL2H), toute équation donnée sous la
forme

y'+ f@)y +g(x)y =0 (EDL?H)

ou f et g sont des fonctions (continues) données.
L’existence et 'unicité des solution des (EDL*H) sont garanties par le théoréme
suivant qui est lui-méme basé bien entendu sur le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

38



3.3 EDL du second ordre 3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Théoreme 3.10 Supposons que f et g soient des fonctions continues sur un in-
tervalle ouvert I. Soit xy € I et soit yo, y, deux valeurs réelles arbitraires. Alors, le
probleme de valeur initiale

y' + f(@)y +g(2)y =0, ylzo) = y0,y (v0) = vp (3.12)
posséde une solution unique sur 1.

Remarque 3.11 Clairement, la fonction nulle y = 0 est une solution de (EDL?H),
nous l’'appelons solution triviale. Toute autre solution est non-triviale. Par conséquent,
sous les conditions du Théoreme 3.10, la solution au probleme de valeur initiale

y'+ f(@)y +g(x)y=0,  y(zo) =0,y (x0) =0
est la fonction nulle y = 0.

EXEMPLE 3.12 Considérons 'EDL2H suivante :
y'—y=0 (3.13)

Les fonctions constantes f(z) = 0 et g(x) = —1 sont continues sur R. Le Théoreme 3.10
garantit alors l'existence d’une solution a tout probleme de valeur initiale pour
(3.13). 1l est facile de vérifier que y; = €* et yo = e~* sont deux solutions de cette
équation sur R. En méme temps, si nous posons

Y = C1y1 + C2Y2

ou ¢y, ¢y sont des constantes quelconques, nous pouvons voir que y est aussi une
solution de I’équation. O

Généralement, nous avons

Théoréme 3.13 Siy; et y, sont des solutions de I” EDL?H

y' + f(x)y' + g(x)y =0,

sur un intervalle ouvert I, alors toute combinaison linéaire des fonctions y; et
Yo, ©.€.
C1Y1 + C2Y2

est une solution de l’équation sur I.
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On dit que 'ensemble {y;, y2} est un ensemble fondamental des solutions de
(EDL?H) sur I si toute solution de cette équation s’écrit sous la forme d’une combi-
naison linéaire de y; et yo. Et on dit que des fonctions ; et y, sont (linéairement)
indépendants ou que 'ensemble {y;, 92} est linéairement indépendant si aucune
des deux fonctions ne peut s’écrire comme une constante multipliée par 'autre fonc-
tion. Cela signifie en particulier qu’aucune des deux fonctions n’est triviale, sinon
on aurait alors, y; = Oys si y; = 0. Par exemple, les solutions de I’équation (3.13),
a savoir e® et e, sont telles que €”/e™® = ¢**  une quantité non constante. Par
conséquent, lesdites solutions sont linéairement indépendantes.

Théoreme 3.14 Soit f,g deux fonctions continues sur un intervalle ouvert I.
Supposons que yy,ys soient sur I des solutions de l’équation

y' + f(@)y +g(x)y =0 (3.14)
Définissons la fonction dite Wronskian de {y1,y-} :

! ! yl y2
W =y1ys — 29} = (3.15)

/

Y1 yé

Alors, pour tout o € I, pour tout x € I, la fonction W est donnée par ladite
formule d’Abel :
W(z) = W (xo) e @), (3.16)

o

o) = / " ft)ar

Par conséquent, de deux choses l'une, ou bien W ne s’annule pas sur I ou bien
W =0 sur tout I. De plus, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) L’ensemble {y1,y2} est un ensemble fondamental.

(13) L’ensemble {y1,y2} est linéairement indépendant.

(7i1) W ne posséde aucun zéro sur I, i.e. W(x) # 0,Vz € I.

Remarque 3.15 Si y1,y. sont des solutions de (3.14), et que l'on impose des
conditions initiale y(xo) = Yo,y (o) = y§, la solution est alors donnée sous la
forme linéaire y = cyyr + coys 01

1 Yo yz(l"o) 1 yl(iUo) Yo

(3.17)
Yo yé(l"o) y/1<x0) Yo
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En effet, la solution au probléme de valeur initiale (3.12) doit vérifier le systéme
d’équations suivant

C11 (xo) + 62y2(1‘0) = Yo

(3.18)
a1y (o) + cayy(wo) =y

En multipliant la premiére équation dans ce systéeme par yh(zo) et la seconde par
y2(xo), nous obtenons

1y (20)ys (o) + caya(0)ys (o) = o Yo (o)
ey (z0)ya(z0) + cayo(wo)ya(0) = o y2(wo)

Par soustraction, cela donne

Yo y2($0)
W (wo)er = yo(0)yo — Y2(0)yo = (3.19)

Yo Ys(wo)

Ce qui donne ¢, sous la formule donnée dans (3.17). Pareillement, nous obtenons
la formule de co en multipliant la premiére équation dans le systéme par yi(xo) et
la seconde par yi(xq).

EXEMPLE 3.16 Considérons I’équation homogene
22y +xy —4y=0 (3.20)

Les fonctions 22 et o sont continues sur tout R. Cependant, la fonction z? est
nulle a lorigine. D’apreés le Théoreme 3.10, 1'équation (3.20) avec des conditions
initiales y(xo) = yo, vy (z0) = ¥}, admet une solution unique sur chacun des inter-
valles (—00,0) et (0,+00). On vérifie que la fonction y; = 22 est une solution de
I'équation (3.20) sur R et que la fonction yo = 272 est une solution sur R*.

Posons y = c1y1 + coys ou c¢,¢c0 € R. Si 'on impose les conditions initiales
y(1) = 2,9'(1) = 0. Par substitution, il vient que

c1+cyg =2

01—02:0

Par conséquent, I'unique solution de I’équation (3.20) sur (0, +oc0) est donnée par

z:x2+x_2
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Remarquons aussi que la quantité z2 / 272 = z* est non constante. Ce qui montre

que les deux solutions sont bien indépendantes. En méme temps, son Wronskian
est donnée par

T X 4
W - - _23:2_3 — 21‘1_2 g
x

20 —2x73
Et par la formule d’Abel, pour tout zy € RY, nous avons bien la méme valeur,

W = W(x(])e_ IIIO thdt e —iefl()g(x/xo) —
Lo T

4

EDL? complétes

On appelle une équation différentielle linéaire du second ordre (compléte) (en
abrégé EDL?), toute ED donnée par

y' + f(2)y + g(x)y = h(x) (EDL?)

ol f,g et h sont des fonctions (continues) données. On dnote 'EDL?H associée
est
2+ f(x) +g(x)z=0 (3.21)

En premier, nous avons le théoreme suivant basé sur le théoreme de Cauchy-
Lipschitz qui donne des conditions nécessaires et suffisantes de l'existence et de
I'unicité des solutions du probléme de valeur initiale pour les EDL2.

Théoreme 3.17 Soit f,g et h des fonctions continues sur un intervalle ouvert I.
Soit xy € I et Yo,y deux nombres réels quelconques. Alors, le probléme de valeur
initiale

y' + f@)y + 9@y =hx),  y(zo) = v,y (o) = 0, (3.22)

possede une solution unique sur I.

Pour connaitre la solution générale au probleme (3.22), il est nécessaire de trou-
ver la solution générale a 1I’équation homogene associée. En effet, si 'on connait
une telle solution générale que ’on connaisse une solution particuliere a 1’équation
complete, alors nous pouvons trouver la solution générale a 1’équation complete
(EDL?). Explicitement, nous avons
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Théoreme 3.18 Soit f,g et h des fonctions continues sur un intervalle ouvert I.
Soit y, une solution particuliére sur I de l’équation

y' + flx)y' + g(x)y = h(z) (3.23)

Supposons que {z1, zo} soit un ensemble fondamentale de solutions sur I de I’équation
homogene associée
2+ f(x)Z +g(x)z=0

Alors y est une solution de (3.23) sur I ssiy s’écrit sous la forme
Y=1Yp + C121 + €929, (324)
ol c1, o sont des constantes réelles arbitraires.

Remarque 3.19 Si la fonction h dans (3.23) s’écrit comme une somme de deux
fonctions, h = hy + ho, nous pouvons chercher par le principe de superposition
une solution particuliere de la forme y, = y1 + y2 ou les y; sont respectivement les
solutions particulieres aux équations

y'+ fa)y +g(@)y = hi(z), i=1,2

En effet, on vérifie facilement que y, = y1 + Yo est une solution de (3.23).

Pour résoudre les (EDL?), nous pouvons utiliser la méthode d’intégration
qui consiste a trouver une solution (générale) de cette équation sous la forme y = uz
si l'on connait une solution z de l’équation homogéne associée. u est alors une
solution de l’équation dite incompléte

u'z 4+ u'(22" + 2) = h(z)
ExeEMPLES 3.20 (1) Considérons I’ED suivante :
V' ty=ua

Par application du Théoreme 3.23, remarquons en premier que les fonctions f(z) =
0,g9(x) = 1 et h(x) = 1 sont continues sur tout R. D'un autre c6té, nous pouvons
voir que la fonction x est une solution particuliere de cette équation. En outre, il est
facile de vérifier que les deux fonctions z; = sinx et 29 = cos x forment un ensemble
fondamental de solutions de 1’équation homogene associée i.e. z” + z = 0. Ainsi, la
solution générale de la premiere équation est donnée sous la forme

Yy =2+ c121 + Cca29, c1,00 €R
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(2) Soit ’'ED suivante :
1

y"+—y'—i2y:2172
x x
On vérifie que les fonctions z; = 2 et 2o = 1 / 22 sont des solutions indépendantes de
I’équation homogene associé sur (—oo,0) U (0, 00) (z1/22 = x* non constante). Pour
trouver une solution particuliere de ’équation complete, notons que si I'on choisit
de I’écrire sous la forme y,, = ax? oll a est une constante, on obtient une égalité entre
deux polynomes du second degré. D’ol1, nous pouvons connaitre éventuellement la
valeur possible de a. Dans notre cas, nous avons

12a2% = 222

Donc a = 1/6. Ainsi la solution générale & notre équation sur (—oo,0) U (0,00) est
oA

C2
Yy = 6—1-01:62—1—;, Cl,CQGR

(3) Soit maintenant I’équation a intégrer
y// _|_ y =7 _|_ ex
En vertu de la Remarque 3.19, nous pouvons résoudre séparément les équations

YV ty=ua
y'+y=-¢e" (3.25)

Or, par (1), nous connaissons déja la solutions de I’équation y” +y = x avec le
systeme fondamental de I’équation homogene associée. Quant a la seconde équation,
nous avons que €”/2 est une solution particuliere. De ce fait, la solution de cette
derniére est €”/2 + ¢y sinx + ¢y cosz. Ainsi, la solution générale au probleme est

donnée par
xr

y:§+x+clsinx+02008x

EDL? A coefficients constants

Nous considérons ici un cas particulier des équations (EDL?) ou les fonctions
f, g sont des constantes réelles. On parle alors ’EDL? & coefficients constants
qui s’écrivent sous la forme

Y + ay + by = h(x), a,b € R (3.26)
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Considérons 1’'équation homogene associée i.e.
2 +az+bz2=0 (3.27)

Dans ce cas, il est clair que la solution générale sera vraie sur tout R. Pour trouver
la solution a cette équation, nous sommes tentés de prendre la fonction z = €’ ou
r € C. Dans ce cas, nous avons z' = re™ et 2" = r2e™. Alors, il résulte que

2 a2 +bz=(r*+ar+b)e”

Le polynome en r a droite de cette équation est appelé polynéome caractéristique,
et on appelle équation caractéristique associée, I’équation

r?+ar+b=0 (3.28)

Les solutions de I’équation homogene associée sont clairement données en fonc-
tions des racines de I’équation caractéristique. Le théoreme suivant résume les solu-
tions possibles a I’équation homogene (3.27). Notons ici que dans le cas d’une solu-
tion double pour 'équation caractéristique, on obtient une seule solution de (3.27)
de la forme e™. Pour trouver une deuxieme solution indépendante, nous cherche-
rons une solution sous la forme zy = ue™* ol u est une fonction a déterminer (voir
le développement que nous donnons apres le théoréme).

Théoréeme 3.21 Soit une EDL?H
2"+ az +bz=0 (3.29)

Alors, on a que

(1) sil’équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes ry et ro, la
solution générale est donnée par

z = 1" 4 e, (c1,¢c2) € R?

(17) si l’équation caractéristique admet une racine réelle double 1o, la solution
recherchée est
z = (c1 + cox)e™?, (c1,c0) € R?

(1i1) si l’équation caractéristique admet deuz racines complexes conjuguées ri =
p+iq et ro =p—iq avec p,q € R, la solution générale est sous la forme

z = e’ (e sin(gz) + ¢; cos(qx)), (c1,c0) € R?
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ExXeEMPLES 3.22 (1) Considérons 'ED
2" +62+52=0
L’équation caractéristique de cette équation est
2 4+6r+5=0

Ses racines sont r; = —5 et r; = —1. Les solutions a notre équation sont donc
21 = e et zp = e % Notez que 2,/29 = e 4@

leur indépendance. La solution générale est alors

est non constante, ce qui traduit

Z2=cie % 4 cpe

(2) Soit
2"+ 624+92=0

L’équation caractéristique associée admet une racine double ry = —3. Nous cher-
cherons la deuxieme solution sous la forme z, = ue™3®
déterminer (cette méthode pour déterminer une deuxieme solution indépendante
sera discutée plus bas). Supposons que z; = ue 3 est une solution de la premiere
équation. Par substitution, nous obtenons

ou u est une fonction a

462492 =u"e 3"

Ainsi, 2z, est une solution ssi v” = 0, ce qui est équivalent a ce que u soit de la forme
u = a + fx avec «, f des constantes arbitraires. La solution générale est alors

e ¥ (a + B), a,f €R
(3) Soit I’équation a résoudre
2 +42+132=0

On vérifie que 1, = —2 4 37 et 1 = —2 — 37 sont les racines complexes conjuguées
de I’équation caractéristique associée. La solution a I’'ED est donnée par

z = e ¥ (¢ sin(3x) + ¢y cos(3z)), (o, B) € R?
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Dans le cas particulier des ED a coefficients constants avec une fonction h donnée
par
h(z) = e P,(z),

ou a € C et P, est un polynome de degré n, nous cherchons de maniere générale
la solution particuliere y, sous les formes suivantes :

1. si a n’est pas une racine de I’équation caractéristique,
Yp = € Qn(T)
2. Si « est une racine simple de I'équation caractéristique,
yp = 2 Qp(x)
3. Si «a est une racine double de I’équation caractéristique,
Yp = r?e™ Qn(x)

ou (), est représente un polynome de degré n.
Remarquons que si la fonction h est donnée sous la forme

h(z) = P,(z)sin(ax) ou h(z) = P,(z) cos(ax),

P, étant un polynome, on peut se ramener au cas ci-dessus en écrivant

iar _ ,—iax o —iax
e e () e +e
coslaxr) =
2 ’ 2

sin(ax) =
ExeMPLES 3.23 (1) Considérons 'ED
y' — 3y +2y=e*(2* + 32 —1).

Les racines de I’équation caractéristique r? —3r-+2 = 0 sont 1 et 2. D’o11, la solution
générale de ’équation homogene associée est

2= 16" + ce*®

Comme 3 n’est pas une racine de I’équation caractéristique, nous pouvons chercher
une solution particuliere sous la forme

y = ue®, u = az®+br +c (3.30)
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Par dérivation et substitution, u doit vérifier
' + 30+ 2u =242z — 1.
Par comparaison, nous obtenons le systeme suivant

20 =1
2b + 6a = 2
2c+3b+2a = —1

Ce qui donne

d’on,
3x

yp:(2$2—2x—1)%

La solution générale a I’équation complete est alors

3z
y = (22° — 2z — 1) % + c1€” + cpe™®

(2) Soit a résoudre 'ED
y' — 4y + 3y = (122° + 8z + 6) e**

L’équation caractéristique possede les racines 1 et 3. Par conséquent, la solution
générale a I’équation homogene associée est
— T 3x
z=ce’ + e

Cherchons une solution particuliere sous la forme y, = z(az? 4+ bz + ¢)e**. Nous
avons

y, =€ (3az® + 3(b + a)z® + (3¢ + 2b)z + )
yn = €* (9az® + 9(b + 2a)a” + 3(3c¢ + 4b + 2a)z + 6¢ + 2b)

Par substitution dans 1I’équation premiere, il vient que

6ax® + 2(3a + 2b)x + 2(b + ¢) = 122° + 8z + 6
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Remarquons ici que l'on ne voit pas le terme 2® dans la derniére équation et ce
car 3 est une solution simple a I’équation caractéristique. Ainsi, par comparaison,
il résulte que

a=2b=—-1,c=14
D’ou,

yp = xe* (20% — v + 4)
donc,
y=2(22% — x +4)e> + c1e” + e’ = cre” + (22° — 2% + 4o + cp)e*”
(3) Considérons I'ED
y" +y =cosx

L’équation caractéristique 72 +1 = 0 admet deux racines imaginaires r = 4. D’otl,
la solution générale a I’équation homogene associée est donnée par

z=c18inx + cygcosx
Maintenant, rappelons que
eix + e—ia:

2

Nous pouvons alors résoudre notre équation en considérant séparément les équations

COST =

Comme les valeurs +i sont des racines de I’équation caractéristique, nous cher-
cherons alors des solutions particulieres a ces dernieres sous la forme aze™ et
bre ™ respectivement. Cependant, nous pouvons clairement, en considérant la
somme, chercher une solution particuliere a I’équation en question sous la forme
ax cosx + brsinz. Par dérivation et substitution, il vient que a = 0 et b = 1/2.
Donc
T .
Yp = = sinz

2
Ainsi, la solution générale est

x . .
Yy = 5 SInx + ¢y sinx + ¢y Ccosx
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4 Suites de fonctions

4.1 Définitions

Pour tout n € N, associons une fonction réelle définie sur £ C R. Ainsi, on
obtient une suite de fonctions (f,) réelles définies sur £ C R. On dit que la suite
(fn) est (simplement ou ponctuellement) convergente sur E si, pour tout = € E,
la suite numérique (f,,(x)) est convergente, i.e.

Vee E\Ve>0,IN eN: n>N = |f.(z) — f(x)] <e (4.1)

Notons que I'entier N associé a € dépend généralement de x. Dans ce cas, la fonction
f E — R définie par
Ve € B, f(x) = lim f,(z) (4.2)

n—oo
est dite limite de la suite (f,,) et 'on écrit
f=1lm f, ou f,——f.
n—o0 n—o0
EXEMPLE 4.1 Considérons la suite de fonctions

fn()

Pour tout x > 0, on a lim f,,(x) = 1, et pour z = 0, f,,(0) = 0. Ainsi, la suite (f,)
converge sur F et a pour limite la fonction suivante

f(x):{l s% x> 0,

_onx
1 4nz’

E:R+

0 si =0

En effet, pour tout = € F, soit ¢ > 0 et trouvons N. En premier, si z = 0, nous avons
|fn(0) — f(0)] = 0 < . Par conséquent, nous pouvons choisir N arbitrairement. En
second, si x > 0, nous avons

() = f(2)]

© Introduction a I’Analyse, O. Boukhadra. [5]. 23 décembre 2022.
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4.2  Convergence uniforme 4 SUITES DE FONCTIONS

11 suffit alors de prendre pour N un entier quelconque supérieur a 1/(ex).

Notons ici que si I'on prend € > 1, alors tout entier N convient pour tout z.
Et on remarquera aussi que les fonctions f,, sont continues sur R, tandis que la
fonction limite n’est pas continue en x = 0. @)

ExXEMPLE 4.2 (Fonction exponentielle) Nous avons ici un exemple important
de convergence de suite de fonctions donne une propriété essentielle de la fonction
exponentielle, laquelle propriété est en fait une définition équivalente a celle-ci, a
savoir que

Proposition 4.3 Pour tout x € R, on a

(1 + f)" et (4.3)

n n—00

4.2 Convergence uniforme

On dit que la suite (f,) converge uniformément sur F vers la fonction f si

sup [ fu(z) = fo(2)| = |fo = fI —=0 (4.4)
zcE n—oo
c’est-a-dire,
Ve >0,IN eN,Vz € E: n> N = |fo(x) — fulz)| <e (4.5)
On écrit "
fn — f
n—oo

L’inégalité de la Proposition (4.5) donne

|[fa(2) = ful@)] < e == f(2) —e < fulz) < f(z) +¢

Cela dit que pour tout n > N, le graphe de f,, est contenu dans une “bande” de
largeur 2¢ symétrique par rapport au graphe de f.

Notons ici la différence entre les propositions (4.1) et (4.5) pour le choix du
nombre x qui vient apres la valeur N dans la derniere, ce qui traduit I'uniformité
de la convergence. Nous avons alors clairement la conséquence suivante.

Théoreme 4.4 La convergence uniforme des suites de fonctions implique la conver-
gence simple.
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4.2  Convergence uniforme 4 SUITES DE FONCTIONS

Remarque 4.5 La réciproque de la proposition 4.4 est fausse comme le montre
I’Exemple 4.1. En effet, nous avons

1

su nlx) — =su =1
xeRp+|f( ) — f(@)| = U g
Cependant, si nous restreignons la méme suite de fonctions a l’ensemble [6, )

0, nous obtenons alors que la suite (f,) converge uniformément vers f = 1.
effet, il suffit de voir que

sup | fulz) — f(2)] < — 0

—
) 1+ nd n—oo

Par ailleurs, la combinaison linéaire de fonctions convergeant uniformément est
une fonction convergeant uniformément. Explicitement, nous avons

Théoréme 4.6 Si (f,) et (g,) sont deur suites convergentes uniformément vers
f et g, alors pour tous a,b € R, (af, + bg,) converge uniformément vers af + bg.

Preuve. 11 suffit de regarder la preuve de (?7). ]

Pour établir la convergence uniforme sans avoir besoin de connaitre la fonction
limite, nous avons le critere de Cauchy.

Théoréme 4.7 (Critere de Cauchy) Soit (f,) une suite de fonctions sur E C R.
Pour que la suite (f,) soit uniformément convergente sur E, il faut et il suffit que

Ve>0,INeNVnm: n>N,m>N = ||f, — ful <¢€ (4.6)

EXEMPLE 4.8 Counsidérons la suite de fonctions

fn<x) =

nx

Trngr 2=

Nous avons lim f,, = f = 0. Comme la borne supérieure de la fonction

Y y € [0, 00),

_Yy
1+ 92’
est égale a 1/2 et est atteinte au point y = 1, nous avons

1
I fall = sup 1ful = 5
E

La convergence f,, — 0 n’est donc pas uniforme sur E.
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Par contre, si 'on considére la méme suite (f,) sur E5; = [§,00),d > 0, la
convergence f, — 0 est uniforme. En effet, nous avons

Vn > N=[1/6]: sup|fu|= fu(d) — 0,
Es

n—o0

d’ou la convergence uniforme de (f,,) sur Es. O

4.3 Suites de fonctions continues

Il s’agit ici d’étudier la continuité de la limite d’une suite de fonctions. La
question est : est-ce que la continuité d’une suite de fonctions continues est conservée
a la limite 7!

Théoréme 4.9 Si f,, — f uniformément sur un intervalle I et que toutes les
fonctions f,, sont continues en un point a € I, la fonction f est continue en a. On
peut alors écrire

lim <lim fn(x)> = lim (lim fn(:z;)> (4.7)

n—oo \r—a r—a \n—oo

Remarque 4.10 La contraposée de ce résultat est l'assertion suivante : si une
suite de fonctions continues converge vers une fonction non continue, la convergence
n’est pas uniforme.

Le théoreme donne une condition suffisante pour que f = lim f, soit continue,
mais cette condition n’est pas nécessaire. Il est possible que les fonctions f, et f
sotent continues sans que la convergence soit uniforme. Par exemple, nous avons
la suite de fonctions définies sur [0, 2],

n’x, 0<z<1/n
fo@)=q-n*r+2n, 1/n<x<2/n (4.8)
0 2/n <z <2

Les fonctions f, sont continues et la suite (f,) converge simplement vers f = 0. Le
résultat est évident pour x = 0. Si x > 0, alors f,(x) =0 sin > 2/x. Cependant,
la convergence n’est pas uniforme car

an—f||=fn(l>=n—>oo

n

Cependant, il existe un résultat plus général que le précédent et qui, sans exiger
la continuité, donne des conditions suffisantes pour qu’on puisse, comme dans (4.7),
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intervertir les limites suivant n et suivant x sans changer le résultat final, lequel
est souvent appelé a juste titre double limite. Il permet d’obtenir de nombreuses
identités non évidentes en Analyse.

Théoréme 4.11 (Double limite) Si (f,) est une suite de fonctions qui converge
uniformément sur un intervalle I, et si, pour un certain a € I avec la possibilité
a =00, fu(x) converge vers une limite finie quand x — a, pour tout n, alors

lim (hm fn(x)> = lim <lim fn(x)> (4.9)

n—oo \r—a T—a \Nn—oo

Par ailleurs, on peut savoir qu’une suite de fonctions continues est uniformément
convergente vers une fonction continue si ladite suite est monotone.

Théoréme 4.12 (Dini) Soit (f,) une suite de fonctions continues convergeant
vers une fonction continue f sur [a,b]. Si la suite (f,) est non-décroissante, i.e.

Vo € [CL?b]avn : fTL(:C) < fn+1(x)
Alors la convergence est uniforme.

Remarque 4.13 Notons que ['hypothése que l'intervalle de définition [a,b] soit
fermé (compact) est nécessaire. Par exemple, prenons les fonctions

flz) = ——  2e(0,1)

nr+1’

Nous avons f,, — 0 mais, clairement, la convergence sur (0,1) n’est pas uniforme.

Enfin, nous avons une condition nécessaire et suffisante pour la convergence
uniforme des fonctions continues, a savoir I’équicontinuité.

Théoréme 4.14 (Critere de Cauchy uniforme) Soit (f,,) une suite de fonctions
continues sur |a,b| et convergeant simplement vers f. Pour que cette convergente
soit uniforme, il faut et il suffit que ladite suite soit uniformément de Cauchy sur
[a,b], on dit aussi équicontinue :

Ve > 0,36 > 0,Yn,Vz,y € [a,b] : |z —y| <d = |fu(x) — fuly)] <e  (4.10)

4.4 Suites de fonctions intégrables

Comme pour la continuité, il s’agit ici de savoir si I’'on peut permuter I'intégration
et la limite d’une suite de fonctions intégrables. Considérons d’abord la fonction de
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Dirichlet ¢ = [0, 1] — R définie par

{1 siz e QNI0,1],
p(r) = .
0 sinon

Maintenant ordonnons les rationnels de [0,1] en une suite (x,) et posons E, =
{z1,...,2,}. Soit (f,) une suite de fonction définie par f, = 1g,, la fonction
indicatrice de ’ensemble E,,.

Les fonctions f, sont intégrables puisque I’ensemble de leur points de discon-
tinuité est fini, en 'occurrence FE,. En méme temps, il est évident que la limite
ponctuelle de la suite (f,) est ¢ qui n’est clairement pas intégrable. Ainsi, la
convergence simple ne conserve pas l'intégrabilité. Cependant, on va voir que la
convergence uniforme, sans étre une condition nécessaire, suffit a garder a la limite
le caractere d’intégrabilité.

Théoréme 4.15 Soit (f,) une suite de fonctions intégrables sur [a,b] et conver-
geant uniformément vers f. Alors f est intégrable sur [a,b], et on a

b b
lim [ f,(z)de = / lim f,(z)dx (4.11)

n—o0 a

Remarque 4.16 La condition de la convergence uniforme de la suite (f,) vers f
est suffisante mais pas nécessaire pour que (4.11) soit vraie, comme on peut le voir
dans lezemple suivant. Considérons la suite (f,)n>1 sur [0, 1], définie par

0 st x =0,
falz) =41 si0<z<1/n,
0 sil/n<zx<1

Il est clair que lim f,, = f = 0, mais la convergence n’est pas uniforme sur [0,1] car
Vn : sup f, = 1. Cependant, nous avons

/Olfn(x)dx:%—>0:/01f(x)dx

EXEMPLE 4.17 Considérons la suite
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Le méme raisonnement de I’Exemple ??7 montre que (f,) converge uniformément
sur tout intervalle [0, b] vers e . Ce qui, par le Théoreme 4.15, entraine que

b x2 -n b )
Vb >0: lim (1+—) da::/ e ¥ dx
0 0

n—00 n

Maintenant, choisissons € > 0. Nous avons pour tout b assez grand
oo 1'2 —-n b xQ —n
/ (1 + —) dr — / 1+ — dx
0 n 0 n
< -

et d'un autre coté,
ee 2 b 2
/ e dx—/ e " do
0 0 2

Il en résulte par 'inégalité triangulaire que pour n assez grand,

0 2\ N [ore)
/ (1 + x_) dx — / e~ dx
0 n 0

Par conséquent, nous obtenons que

oo .%'2 -n [e'e) )
lim 14+ — dr = / e " dx

Et par 'Exercice 77, il vient que

00 2\ N
lim o(1+x—> Qo= VT

n—o0

<z—:
2

3

<é€

Ainsi, nous avons

/_OO e dx = /7 (4.12)

o0

Le Théoreme 4.15 entraine directement la conséquence suivante.

Corollaire 4.18 Posons F,(z) = [ f,(t)dt et F(z) = [T f(t)dt, = € [a,b].
Alors, on a
[fo = fl — 0= [|F, = F|| —0
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Cette remarque nous mene donc a la définition suivante. Les fonctions f,, étant
intégrables sur la droite réelle, on dit que f, converge en moyenne vers f (on
dira plus tard converge en L') si

/Oo @) — F(2)]dz — 0 (4.13)

Ce qui sous-entend que f est aussi intégrable. En effet, nous avons

| it@lds< [ i@ - f@ldet [ n@ld

—00 —00 —

Or, par hypothese, la premiere intégrable a droite tend vers 0 et la seconde est finie.
Comme on a

\ | @ - swa

< [ 1@ - @)l

la convergence en moyenne implique alors que

/_Z fo(z) dz — /_Z F@)da

EXEMPLE 4.19 (Pavé glissant) Soit (f,,) la suite de fonctions définies sur [0, co)
par

fn (JJ) =1 [n,n+1] (l’)

Pour z > 0 fixé, nous avons clairement f,(x) = 0 pour n assez grand (n > ).
Ainsi f,, — f = 0. Nous avons donc

/limfndx:/fdzzo,

mais clairement pour tout n > 0,

/ fndz =1 = surface du pavé

Donc

lim/fnd:z::liml =1

Nous voyons ici que la limite de l'intégrale est différente de l'intégrale de la
limite. La convergence simple n’entraine pas la convergence en moyenne. O
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4.5 Suites de fonctions dérivables

Il reste la question de dérivabilité : est-elle conservée a la limite d’une suite de
fonctions dérivables. En méme temps, si f, — f, est-ce que 'on a f/ — f'7!
Considérons la suite (f,,) définie par

sin nx
Nous avons 1
sup | fu(z)| = —F= —0

zeR \/ﬁ

Ainsi la suite converge uniformément vers f = 0. Cependant, f/ (x) = y/n cosnz #
0. Nous voyons alors que la suite (f) est partout divergente.

Cette exemple nous apprend que si une suite ( f,,) de fonctions dérivables converge,
méme uniformément, vers une fonction f dérivable sur [a, b], il est généralement faux
que la suite (f]) converge vers f’. Toutefois, nous avons le théoreme suivant qui
donne des conditions suffisantes pour que ce phénomene soit vrai.

Théoréme 4.20 Soit (f,,) une suite de fonctions continiment dérivables sur [a, b]
vérifiant les propriétés :

() la suite (f) converge uniformément sur [a,b],

(17) il existe un point x¢ € [a,b] tel que la suite (fn(x0)) soit convergente.
Alors la suite (f,) converge uniformément vers une fonction continiment dérivable
fetona

lim f/ = (lim f,,)’ (4.14)

En fait, nous pouvons alléger les conditions du Théoreme 4.20 et ce en exi-
geant seulement que les fonctions f,, soient dérivables sur [a,b]. L’intérét de don-
ner un résultat plus général apres un premier plus exigeant est de connaitre deux
démonstrations intéressantes :

Théoréme 4.21 Soit (f,,) une suite de fonctions dérivables sur un intervalle non
trivial I. On suppose que (f,) converge simplement vers f sur I et que (f]) converge
uniformément sur I. Alors f est dérivable sur I et on a

lim f/ = f' = (lim f,)’ (4.15)

En outre, la convergence de (f,) vers f est uniforme sur toute partie bornée de I.

o8



5 Séries numériques

5.1 Définitions

Soit (u,) une suite de nombres réels. Posons
Sp =Ug+ UL+ -+ Up.

Alors, (s,) constitue une nouvelle suite associée a la premiere, appelée suite des
sommes partielles. On appelle série numérique de terme général u,, le couple
(Un, $n) que I'on note simplement > w,,.

Si (uy,) est a support fini i.e. ses éléments non nuls sont d’'un nombre fini, la
somme des u,, existe bien évidemment. Nous cherchons & connaitre des cas ou la
somme des u,, existe, autrement dit donner un sens précis au »_ -, .

On dit que la série ) u, converge ssi la suite (s,) converge dans R, sinon on
dit que la série Y u,, diverge. Lorsque la série ) u, est convergente, le nombre
s = lim, s,, s’appelle somme de la série > u,, et est noté Y u, (la lettre n
jouant ici le role d’un indice muet), et la suite (r,) définie par r, = Y77 . up
s’appelle suite des restes de la série ) u,. Pour n donné, nous dirons que 7, est
le reste d’ordre n. Clairement, une série > u, converge ssi la suite des restes (r,)
converge vers 0.

Remarquons que nous considérons ici que des séries a termes réels en rappelant
I'étude des suites complexe revient a celle des suites numérique (voir (?7)).

Nous appelons somme de deux séries » u, et > v, la série de terme général
(u, + v,) et nous écrivons

Zun + ZU" = Z(un + Up).

Soit A € R. On appelle produit de la série > u, par le nombre \ la série de

terme général (Au,) :
A Z Uy, = Z AUy,

© Introduction a I’Analyse, O. Boukhadra. [5]. 23 décembre 2022.
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Pour les opérations que nous venons de définir, nous vérifions facilement que
I’ensemble des séries a termes réels est un espace vectoriel sur R. L’élément neutre
de cette ensemble est bien évidemment la série de terme général 0. Le sous-ensemble
des séries convergentes constitue un sous-espace vectoriel.

Il reste a définir le produit des séries. Ce que nous laissons a la fin de notre
développement (cf. Section 5.6).

5.2 Propriétés élémentaires

L’étude d’une série revient a connaitre sa nature (convergente ou divergente),
puis a calculer sa somme en cas de convergence. Nous commencons par le résultat
basique suivant donne une condition nécessaire de convergence.

Théoréme 5.1 Si la série > u, est convergente, alors lim,, . u, = 0.

Remarque 5.2 La condition lim,u, = 0 n’est pas suffisante. Par exemple, la
série Y 1/n, dite harmonique, est divergente (voir plus bas I’Exemple 5.8 (4) ou les
séries de Riemann) encore que lim1/n = 0.

On peut avoir & considérer les séries Y, u,, avec k quelconque. Une telle série
se rameéne & la forme de la définition Y~ v, & l’aide du changement de variable :

n =k+m, v, = Ugrn. En méme temps, la nature d’'une série est celle de n’importe
lequel des ses restes. Ceci est donné dans le théoreme suivant.
Théoreme 5.3 Nous avons
(i) > u, est convergente => Vk:) ., u, est convergente.
(it) 3k, <y Uy est convergente => Yy u, est convergente.
(7i1) ano u, est convergente =—> limy,_,oo ank U, = 0.

Exercice 5.4 Montrer que la nature d’une série ne change pas si ’'on modifie un
nombre fini de ses termes.

Le théoreme suivant nous donne un critere de convergence usuel sans parler de
la valeur de la somme elle-méme.

Théoréme 5.5 (Critere de Cauchy) Pour que la série Y u, converge, il faut et
il suffit que la suite (s,) soit une suite de Cauchy, i.e.

Ve > 0,3IN,Vn,Ym :n > Netm > N = |s, — $p| < €. (5.1)
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Remarque 5.6 Il est plus commode de considérer la proposition suivante qui est
équivalente a (5.1) :

n-+p

S

k=n

Ve > 0,dN,Vn,Vp:n > N = <e. (5.2)

Exercice 5.7 Déduire le Théoreme 5.1 en appliquant le critere de Cauchy.

EXEMPLE 5.8 La série a termes constants () c¢) est convergente ssi ¢ = 0. En
effet, le Théoreme 5.1 nous dit que lim u,, = 0. D’autre part, il est clair que si tous
les termes sont nuls, alors la somme de la série est nulle.

EXEMPLE 5.9 (Série harmonique) La série dite harmonique ) 1/n est diver-
gente. En effet, pour n > 1, on a

2n n
1 1 1 1 n 1
- — = .« e _ > — = —
kz:;k‘ kz:;k n+1+ +2n 2n 2

Ce qui contredit le critere de Cauchy. En prenant ¢ = 1/2 et en posant p =n = N
pour tout N, la négation du critere de Cauchy est vérifiée :

n-+p

S

k=n

Jde > 0,VN,dn,dp:n > N et > e

O

EXEMPLE 5.10 (Série géométrique) Considérer la série dite géométrique »  a”"
pour a € R. Si a = 1, c’est une série constante, donc divergente. Si a # 1, nous

avons
1 —amt!

n

E "=
1—a

k=0

Alors, si |a| > 1, la série diverge puisque

1— CLn+1
— | =00
1—a
Et sinon, la série converge vers
1 — an+1 1

_>
l1—a 1—a
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Le résultat suivant permet de ramener ’étude d’une série a celle d’une suite :

Théoréme 5.11 La suite numérique (v,) est convergente si, et seulement si, la
S€rie Y Uy OU Uy = Uy — Up—q pour n > 1, ug = vy, est convergente.

Remarque 5.12 Nous avons pu voir que l’étude d’une série se ramene théoriqguement
a celle de la suite de ses sommes partielles. Cependant, en pratique, on ne fait pas
appel a s, ; on cherche a reconnaitre la nature de la série d’aprées le comportement
des termes de la suite (uy,).

EXEMPLE 5.13 Le Théoreme 5.11 peut étre utilisé dans I’étude de I’'Exemple 5.8-
(2) avec
v, =log(n+1), n=1,2,....

On peut aussi appliquer le théoreme pour la série > 1/[n(n + 1)]. O

5.3 Séries a termes positifs.

Comme pour les suites numériques, nous avons le cas important des séries a
termes non négatifs. Comme les termes nuls dans la somme d’une série peuvent
étre négligés, nous pouvons dire simplement séries a termes positifs.

5.3.1 Condition de convergence et commutativité

Une série a termes positifs est caractérisée par la propriété essentielle suivante.

Théoreme 5.14 Pour qu’une série a termes positifs soit convergente il faut et il
suffit que la suite des sommes partielles soit majorée.
EXEMPLE 5.15 Considérons la série > 1/n?. Pour tout n > 1, nous avons

1 1 1 1

ﬁ<n(n—1) n—1 n

<t (-4 (2-2)p (- t) =2l o
n = 2 2 3 n—1 n) = n 7

Ainsi la série est convergente O

)

d’ou

Est-ce qu’une somme infinie est commutative ? ! Nous allons voir maintenant que
la réponse est positive pour les séries a termes positifs. Cependant, nous verrons
plus bas que cela n’est pas vrai pour une série quelconque.
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Théoréme 5.16 Soit Y u, une série non négative convergente. Soit k : N — N
une bijection. Alors, Zuk(n) est convergente et nous avons

Z Up = Z Uk(n)

5.3.2 Regles de comparaison

Nous pouvons connaitre la nature d’une série a termes positifs en comparant
ses éléments avec ceux d’une autre série connue.

Théoréme 5.17 Soit > u, et > v, deuz séries a termes positifs vérifiant, a partir
d’un certain rang, u, < v,. Alors, on a

Zvn<oo:>2un<oo
Zun:oo:>Zvn:oo

De plus, si u, < v, pour tout n, (on dira que la série > u, est majorée par

> vn), on a
o [e.9]
YOO
n=0 n=0

EXEMPLE 5.18 La série > 1/4/n est divergente par comparaisons avec la série
harmonique »_ 1/n. O

et 1nversement,

Plus généralement, nous avons

Théoréme 5.19 Soit > u, et Y v, deux séries a termes positifs.

(1) Sl existe deux constantes a > 0,b > 0 et un naturel k tels que

Un
Vn>k:ia<—"<b (5.3)
Un
alors les deux séries sont de méme nature.
(13) S’il existe £ > 0 tel que
Un

lim — =/, (5.4)

n—00 Uy,

alors les deux séries sont de méme nature.
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EXEMPLE 5.20 Soit la série
Z sin(2rvn? + 1)

Observons que

1 1
2rvn2 +1=2mn/1+ = =2mn |1+ — +o(n"?) | = E—I—o(n_l)
n? 2n? n

De ce fait, nous avons
sin(2ryv/n? 4+ 1)

w/n

lim =1

Ainsi, par comparaison avec la série harmonique, notre série diverge. O

Enfin, nous pouvons étre moins exigeant et comparer juste les fractions succes-
sives des termes des séries.

Théoréme 5.21 Soit > u, et Y v, deuz séries a termes positifs. Si a partir d’un

certain rang, nous avons

Unp+1 Up+1

<

Unp Un

D vn<oo=) u, < oo,
Zun:oo———>Zvn:oo.

5.3.3 Comparaison avec une intégrale.

alors

Nous avons vu que U'intégrale (généralisée) est par définition la somme d’une
série. Nous allons utiliser ce fait pour tirer des regles de convergence pour les séries
en fonction d’intégrales qui peuvent étre plus faciles a calculer.

Théoréeme 5.22 Soit f : [0,00) — R une fonction continue positive et non-
croissante. Alors, on a

Zf(n)<oo<:>/ooof(x)dx<oo

En outre, pour tout n, le reste de la série vérifie

[t Y o< [ s (55
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Remarque 5.23 Le théoréme reste vrai si, au lieu de supposer [ définie sur RT,
on considére f définie sur [c,00) ot ¢ > 0.

EXEMPLE 5.24 (Série de Riemann) Considérons la série dite de Riemann
> n~* avec o > 0. D’apres le Théoreme 5.22, cette série est de méme nature que
I'intégrale floo x~*dx. Ainsi, la série converge si a > 1 et diverge si a < 1 (voir
Exemple 2.1). En particulier, on retrouve que la série harmonique diverge et que la
série Y 1/n? converge. O

En combinant le dernier exemple et le Théoreme 5.19 de comparaison, nous
obtenons une regle de comparaison avec la série de Riemann.

Théoréme 5.25 (Regle de Riemann) Soit Y u, une série a termes positifs. Si la
limate limn® u,, existe, alors
(1) La série Y u, est convergente si a > 1.

(13) La série > u, est divergente si o < 1.

5.3.4 Regles de convergence usuelles.

Nous allons voir ci-apres quelques regles de convergence usuelles et pratiques
pour les séries a termes positifs, a savoir, regles de D’Alembert, de Duhamel, de
gauss, et de Cauchy.

Dans la suite des regles de comparaison que nous venons de considérer, nous
avons en premier la regle suivante basée sur ’étude du comportement de la fraction

Upt1/Unp.

Théoréme 5.26 (Regle de D’Alembert) Soit Y, une série a termes positifs.

Alors, > u, converge si
Un+1

lim sup <1
Unp
et diverge si
. . Up+1
lim inf > 1
un

Remarque 5.27 Remarquons que la régle de D’Alembert est plus facile si la
limite de D’Alembert eziste, i.e. si limu,,1/u, < 1, alors > u, converge et si
lm wy, 1 /u, > 1, celle-ci diverge.

Par ailleurs, cette régle est en défaut si

Unp+1 Up+1

lim inf <1 < limsup

Unp Up
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ou plus particulierement si
. Uppa
lim 4 =1
U,

C’est en effet le cas pour les deur séries déja traitées > 1/n et > 1/n?, lesquelles
sont respectivement divergente et convergente alors que la “limite de D’Alembert”
donne im w1 /u, = 1.

EXEMPLE 5.28 La série > n!/n™ est convergente par la régle de D’Alembert. En

effet,
n "
k1 _ (1+—> e,
Up, n

O

Quand la regle de D’Alembert est en défaut, la regle suivante peut donner la
nature de la série en question.

Théoréme 5.29 (Regle de Raabe-Duhamel) Soit > u, une série a termes posi-
tifs. Alors, > u, converge si

liminfn (1 — un+1) >1

Unp

et diverge si

limsupn (1 — u”“) <1

Unp

Remarque 5.30 La regle de Duhamel est un raffinement de la régle du D’Alem-
bert mais elle n’apporte pas de réponse pour le cas ot

liminfn (1 — un+1> <1<limsupn <1 - un+1>

Unp Unp

ce qui se produit en particulier quand

lim n (1 _ “”“) —1
un

Ceci est le cas des deux séries de Bertrand > (nlogn)™, Y n~'(logn)=2 alors que
la premiére diverge et la seconde converge (Reportez-vous a la section précédente
sur la comparaison avec une intégrale).

2

Dans la pratique, il peut étre plus facile d’utiliser le corollaire immédiat de la
regle de Raabe-Duhamel :
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Corollaire 5.31 Sion a

=1- ‘ +o(n™t) (5.6)

alors la série Y u, converge si € > 1 et diverge si € < 1.

EXEMPLE 5.32 Considérons la série
Z 1x3x--x(2n—3)]°
2x - %x(2n)

I est facile de voir que la regle de D’Alembert est en défaut. Cependant, la regle
de Duhamel nous donne

U om—1\2
limn (1 — 2 ) =limn|1- =2
Up, 2n + 2

Par conséquent, la série diverge. O

Encore mieux que ca, si la regle de Raabe-Duhamel est en défaut, il est possible
d’arriver a la nature de la série en question par la regle suivante.

Théoréme 5.33 (Regle de Gauss) Soit Y u, une série a termes positifs. Suppo-

sons que
Un

14
=14+—+0(n?
Un+1 n

Alors la série Y u, converge si £ > 1 et diverge si ¢ < 1.

EXEMPLE 5.34 (Série hypergéométrique) Considérons la série dite hypergéométrique
> uza™ oua >0 et

ala+1)--(a+n—-—1B(B+1)---(B+n—1)
ny(y+1)---(y+n—-1)

n:

avec ug = 1 et o, 5,y > 0.

Nous avons
Upyra™ B (a+n)(B+n) " 4
Ce qui, par la regle de D’Alembert, montre que notre série est convergente si a < 1

et divergente si a > 1.
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Intéressons-nous maintenant au cas a = 1 qui met la regle de D’Alembert en
défaut. Observons que

un (e n)(Btn) _ (L+1/n)(1+9/n)
Un+1 (n+1)(y+n)  (A+a/n)(1+8/n)
1+ (y+1)/n+v/n?
1+ (a+B)/n+af/n?
= (I+(y+1/n+7y/n*) (1~ (a+p)/n+o(1/n))
v+1 —n(a + /) L Om?)

= 1+

Ainsi, par la regle de Gauss, la série géométrique est convergente si v > « + 3,
sinon divergente. O

Il existe des situations ou on est plus tenté de comparer les termes de la série en
question avec une série géométrique. Et la, il est plus intéressant d’utiliser la regle
suivante.

Théoréme 5.35 (Regle de Cauchy) Soit Y u, une série a termes positifs. Alors,
> u, converge i

lim sup Vu, <1

et diverge si
lim sup Vu, > 1

Remarque 5.36 Ici aussi, nous ne pouvons pas connaitre la nature de la série si
limsup /u, = 1 comme le montre les deux séries connues > 1/n et > 1/n?. En
meme temps, notons qu’il est plus facile d’utiliser la régle de Cauchy si

Sy —> L

Dans ce cas, si ¢ < 1, alors Y u, converge et si { > 1, elle diverge.

EXEMPLE 5.37 La série > (n/(2n+ 1))" est convergente d’apres la regle de Cau-
chy car

lim g/, = lim = =+ <1

im /u,, = lim =-<L
2n+1 2

O

Nous terminons par un résultat qui montre le lien entre les deux limites de
D’Alembert et de Cauchy.
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Théoréme 5.38 Soit Y u, une série a termes positifs. Si la limite lim,, w1 /u,
existe alors on a

. . Up41
lim {/u,, = lim nt
n n Un

EXEMPLE 5.39 Appliquons cette derniere remarque a ’étude de la série suivante
> up=lta+ab+abt-+a"b" T Ha"b
oul<a<b<O.
La regle de D’Alembert ne s’applique pas pour cette série. En effet, on
U2n U2n+1
a =b.

Y

Uon—1 Uon

Ainsi, la limite de D’Alembert n’existe pas. Toutefois, la regle de Cauchy nous
donne

lim {/u,, = Vab.
La série est donc convergente si ab < 1 et divergente si ab > 1. Si ab = 1, la série
diverge car dans ce cas le terme général ne tend pas vers zéro. O

5.4 Séries alternées.

Au lieu des séries a termes positifs, nous pouvons nous intéresser a des séries
dont les termes sont de signes alternés. On appelle série alternée une série qui
s’écrit sous la forme > (—1)" v, ou (v,) C R,.

Avant de donner le résultat fondamental qui donne une regle de convergence des
séries alternées, nous devons d’abord connaitre une regle générale pour la conver-
gence des séries qui est équivalente a la regle d’Abel pour les intégrales.

Théoréme 5.40 (Regle d’Abel)  Soit (u,,) et (v,) deux suites numériques telles
que les sommes partielles de la premiere sont bornées et la seconde est a variation
bornée, 1i.e.

n
IM > 0,n: Y u| <M
k=0
et
oo
Z [Uns1 — vp| < 00
n=0
en plus,
limv, =0

Alors, > uyv, est convergente.
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EXEMPLE 5.41 Considérons la série
sin(nx
%7 0% > 0
Z n
Observons en premier que

n

Ainsi, (n™%) est a variation bornée et tend vers 0.
D’un autre coté, nous avons

ot
| sin(z/2)|

En effet, cela découle de la remarque suivante et des propriétés des fonctions sin et
cos,

|sinz + sin(2z) + - - - + sin(nz)| <

eza:(l _ ein:c)
1 —ei®

2
~ |1 — e

‘eix_i_ein_i_.___'_einx‘:

Par conséquent, la regle d’Abel est vérifiée pour notre série qui est donc convergente.
O

Plus facile que la présente regle d’Abel, nous avons une conséquence immédiate.

Corollaire 5.42 Si ) u, est convergente et que (v,) est une suite monotone et
bornée, alors > u,v, est convergente

Revenons aux séries alternées.

Théoréme 5.43 Soit (v,) une suite positive et décroissant vers zéro. Alors la
série alternée Y (—1)" v, est convergente et nous avons

o0

> (DFu,

k=n+1

Vn o r,| = < VUpy1- (5.7)

Remarque 5.44 Sous les conditions du Théoréme 5.43, l'inégalité (5.7) permet
d’évaluer ’erreur commise lorsque [’on remplace la somme de la série alternée par
sa somme partielle.

EXEMPLE 5.45 Le premiere exemple des série alternées convergentes est la série
du type > (—1)"n~* avec o > 0. O
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5.5 Convergence absolue et semi convergence

Apres avoir connu les séries a termes positifs, il est naturel de se poser la question
sur la convergence des valeurs absolues d’une série quelconque. Ainsi, on dit qu’une
série de termes réelles quelconques Y u,, est absolument convergente si »_ |u,|
est convergente. Et on dit qu'une série est semi convergente si elle est convergente
sans étre absolument convergente. Ce phénomeéne est possible comme pour la série
alternée > (—1)"/n.

Les criteres de convergence des séries positives restent clairement tout aussi vrais
pour la convergence absolue des séries. En plus, nous avons le résultat important
suivant.

Théoreme 5.46 Toute série absolument convergente est convergente.

Remarque 5.47 L’ensemble des séries absolument convergentes est un sous-
espace vectoriel de [’espace vectoriel des séries convergentes. Ceci est vérifiable par
le critere de Cauchy.

Par ailleurs, a propos de la commutativité des termes d’une série, nous avons
un résultat plus général que le Théoreme 5.16.

Théoréme 5.48 Soit Y u, une série absolument convergente. Soit k : N — N
une bijection. Alors, Y upm) est absolument convergente et nous avons

Z Up = Z U(n)

Cependant, on perd la commutativité si la série n’est pas absolument conver-
gente.

Théoréeme 5.49 Soit Y u, une série semi-convergente. Alors, pour tout ¢ € R,
il existe une permutation k(n) des entiers naturels tels que

Z uk(n) =C

En outre, on peut trouver une permutation k(n) telle que

‘Z Uk(n)

Remarque 5.50 Ce résultat montre que la convergence absolue est nécessaire
a la commutativité des termes d’une série donnée. Néanmoins, une Série semi-
convergente peut par permutation étre convergente sans avoir la méme somme de
l'ordre premier des termes de la série.

=0
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EXEMPLE 5.51 Considérons la série alternée > u, = > .,(=1)""'1/n. Nous
savons qu’elle est convergente. Permutons les termes de cette série de la fagon

suivante
ZU -——1_1_14_1_1_1_'_1_...
"2 4 3 6 8 5
La somme partielle de la nouvelle série est alors donnée par

1 1 I 1 1 1 1= (-1
sz—1_4k—2_ﬂ_§;2k—1_ﬁ_§z k

k=1

D’ou, par passage a la limite, il vient que

Z Un = Egun

5.6 Produit de convolution

[l reste a nous intéresser au produit des séries. Comment peut-on les multiplier 7!
Soit deux séries ) u, et Y v,. Définissons

Uy * Uy = Z URVp— (5.8)
k=0

Notons qu’il est possible de ne pas commencer la somme a 0. Nous appelons produit
de convolution (ou de Cauchy) la série donnée par

Zun*ZUn:Zun*vn (5.9)

Le résultat suivant justifie cette définition.

Théoréme 5.52 Si > u, ety v, sont deux séries absolument convergentes, alors
> uy, * Y vy, est absolument convergente et on a

Zun*Zvn:ZuanUn (5.10)

Remarque 5.53 Ce résultat ne s’étend pas aux séries semi-convergentes. Prenons

par exemple
(-1t

U”ZU”:ZT

n>1
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Il est facile de voir que cette série alternée est convergente. Cependant, le produit
de convolution est définie par le terme générale

Uy * Uy = n+1 E

i+j= n+1

Or, il est facile de voir que

ﬂ\/jén—l—l

D’ou, il vient que
|ty * up| > 1

Par conséquent, il est impossible que > u, * u, converge.. Toutefois, si l'une des
deuz séries est absolument convergente et l'autre semi-convergente, on montre (cf.
Ezercice ?77) que le produit de convolution est convergent vers le produit des deuz
Séries.

EXEMPLE 5.54 Nous avons pour tout x,

En plus, c’est la une série absolument convergente par le critere de D’Alembert.
Par ailleurs, remarquons que pour z,y € R,

ok _ @ty
- Zk"n— chk k %

ou nous avons utilisé la formule du binome. De ce fait, nous obtenons que
n n e n
LTS QU o @E+Y)" _ ony
n! n! n!
n=0

Or, par le Théoreme 7.8,

xTL n xn n
P A ) e
n! n! n! n!

Ainsi, nous avons prouvé que

ey = ety
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6 Séries de fonctions

6.1 Définitions et propriétés générales

Nous allons étendre des définitions déja connues pour les séries numériques et les
suites de fonction. Soit (f,) une suite de fonctions réelles définies sur un ensemble

non vide £ C R. Posons .
Su=) fn
k=0

On appelle séries de fonctions (sur E) de terme général f, la suite des sommes
partielles (S,,) que 'on note par Y f,. D’un autre coté, soit

ARn:: j{: fﬁ

k=n+1

C’est le reste d’ordre n de la série. On alors

Eizﬁlzzsh*_Rn

Une série ) _ f, est dite (simplement) convergente en = € E si la série numérique
> fa(x) est convergente, ce qui est équivalent a ce que la suite (S,(x)) soit conver-
gente. On dit que la série converge sur F si elle est convergente en tout point de F.
Dans ce dernier cas, la fonction S : £ — R définie par

S(z) =lm S,(x) = Y _ ful2)
est appelée somme de la série.

EXEMPLE 6.1 Considérons ) z". Pour tout x € (—1,1), nous avons la une série
géométrique convergente telle que

S 1
lim S, (x) = Z " =
n=0

l1—2z

© Introduction a I’Analyse, O. Boukhadra. [5]. 23 décembre 2022.
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De maniere similaire aux séries numériques, si la série > f,, est convergente
sur I, alors n'importe lequel de ses restes d’ordre k, soit Y ", .| fn, est une série
convergente sur . Et nous avons

Sy —— S(z) <= R,(z) —— 0

n—oo n—oo

On dit que Y f,, est absolument convergente sur E si la série > |f,| est
convergente sur . Notons que toute série de fonctions absolument convergente sur
E est convergente sur F. Par exemple, la série géométrique »  x™ est absolument
convergente sur (—1,1).

Quant aux opérations algébriques dans I’ensemble des séries de fonctions, cela
découle immédiatement des opérations déja définies pour les séries numériques.
Ainsi, étant données deux séries de fonctions Y f, et > g, avec \,u € R, on
définit la somme ou combinaison linéaire de ces dernieres par

Et, on définit le produit de séries de fonctions comme dans la Section 5.6. Soit deux
séries Y fn et > g,. On appelle produit de convolution (ou de Cauchy) de f,
et g, la fonction donnée par

k=0

Ainsi, le produit de convolution des séries > f,, et >_ g, est défini par

> (f*9)a (6.2)

Si ) fu et Y g, sont absolument convergentes sur F, nous avons alors que leur
produit de convolution est encore une série absolument convergente sur F, et de

plus, on a
Z(f *G)n = anzgn

EXEMPLE 6.2 Considérons les deux séries absolument convergentes sur (—1,1)

> 1 > T
an:;%m:l_x? Zgn:$+;m:2$

Nous avons alors
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Une série > f, avec f, : E — R, est dite uniformément convergente sur F
si la suite (S,,) est uniformément convergente sur E, ou de maniere équivalente si

Ve > 0,dN,¥n > N: sup|R,(x)] <e (6.3)

zel

EXEMPLE 6.3 (Série géométrique) Considérons la méme série géométrique de
terme général > 2" définie sur (—1,1). Nous savons que pour tout z € (—1,1), la
série numérique »_ z™ est convergente vers 1/(1 — z). Cependant, la convergence
n’est pas uniforme sur (—1,1) car

n+1
Su(o) = 7| = i |

sup
ze(—1,1)

I
g

1—=x

Par contre, la série ) 2" est uniformément convergente sur [—a,b] C (—1,1).
En effet, posons ¢ = a Vb, d = a A b, respectivement la plus grande et la plus petite
valeurs de a et b. Nous avons pour tout = € [a, b], le reste d’ordre n,

{En+1 n+1

c

[Ru(@)] = [o1] | 2 a"
n>0

1—=x

O

Ici, nous avons aussi le critere de Cauchy pour la convergence uniforme des
séries.

Théoréme 6.4 Pour qu’une série Y, [, soit uniformément convergente sur E, il
faut et il suffit que

n+p
Ve >0,dN € N,Vn > N,Vp > 1: sup Z fre(x)| <€ (6.4)
el j—

EXEMPLE 6.5 Soit la série de fonctions > x~". Nous voyons facilement que c’est
une autre écriture de la série géométrique en posant y = 1/x. Ainsi, elle est conver-

gente sur R\ (—1,1) vers
1 T

1—1/x a1
En méme temps, d’apres 'exemple précédent, elle est uniformément convergente
sur R\ (—a, a) pour tout a > 1. O
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6.2 Convergence normale 6 SERIES DE FONCTIONS

6.2 Convergence normale

En plus des convergences simples, absolue et uniforme que nous venons de voir,
nous avons un troisieme type de convergence pour les séries de fonctions, a savoir
la convergence normale : soit une série de fonctions > f,, définies sur £ C R.
Posons

On dit que Y f,, est normalement convergente sur E C R si, et seulement si,

Do lfall <00 (6.5)

La présente convergence est plus forte que la convergence absolue :

Proposition 6.6 la convergence normale des séries de fonctions implique leur
convergence absolue.

EXEMPLE 6.7 Soit la suite de fonction (f,,) définie sur R par

P

11 est facile de voir que
5ol = g
D’ou, la série Y f,, converge normalement sur R. O

Les supremums des f,, ne sont généralement pas aussi faciles a connaitre. C’est
pourquoi on utilise une deuxieme définition de la convergence normale équivalente
a la premiere, laquelle donnée est dans le théoreme suivant.

Théoréme 6.8 Une série de fonctions Y f, est normalement convergente sur E
si et seulement s’il existe une série numérique non négative convergente »_ u, telle
que

1full < un

Nous avons en plus que la convergence normale est plus forte que la convergence
uniforme.

Théoréme 6.9 Si la série > f, est normalement convergente sur E, alors elle
est uniformément convergente sur E.
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6.3 Continuité, intégration et dérivation 6 SERIES DE FONCTIONS

Remarque 6.10 FEn revanche, la convergence uniforme des séries de fonctions
n’entraine pas la convergence normale. En effet, la série considérée dans I’Exemple 77
est uniformément convergente sur tout intervalle [—1 + a,00) avec a > 0, mais
clairement, la méme série, Y (—1)"/(n + x) n'est pas normalement convergente
puisqu’elle n’est méme pas absolument convergente.

Pour montrer la convergence uniforme, il existe une regle, une variante de la
regle d’Abel (cf. Théoreme 5.40) pour les séries de fonctions.

Théoréme 6.11 (Regle d’Abel pour la convergence uniforme) Soit > f.g, une
série de fonctions définie sur E telle que

dM > 0,Yn: sup ka(:c) <M
el =0
et -
Z [gn+1 — gnll < o0 (6.6)
n=0
en plus,
lim [|gn[| =0 (6.7)

Alors, > fngn est uniformément convergente.

6.3 Continuité, intégration et dérivation

Nous nous intéressons dans cette partie aux problemes de continuité, d’intégration
et de dérivation des séries de fonctions. Les résultats concernant les suites de fonc-
tions vus précédemment appliquées aux suites des sommes partielles entrainent des
résultats similaires.

Le résultat suivant nous donne, par application directe du Théoreme 4.9, une
condition suffisante pour obtenir la continuité d’une somme de fonctions continues.

Théoréme 6.12 Soit > f, une série de fonctions définies et continues sur un
intervalle I C R. Si Y f, est uniformément convergente sur I, la somme de cette
série est continue sur I et pour tout a € I, on a

lim »  fu(x) =) lim fu(2) (6.8)

EXEMPLE 6.13 Reprenons la série de I’Exemple 6.7,
S
n? + x?
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C’est la une série de fonctions continues sur R convergeant normalement, donc
uniformément. Par conséquent, la somme est continue sur R. O

Comme dans le Théoreme 4.15, nous avons ici une condition suffisante pour
conserver a la limite, I'intégrabilité de la somme partielle d'une série de fonctions
intégrables.

Théoréeme 6.14 Soit Y f, une série de fonctions intégrables sur un intervalle
borné et fermé |a,b]. Si la série converge uniformément sur [a,b], la somme de la
série est intégrable sur [a,b] et on a

/ab <§ fn($)> dor = g/ab fo(z)d. (6.9)

En fait, on a que >, [T f,(t)dt converge uniformément sur [a,b] ver [7 3 fu(t)dt.

EXEMPLE 6.15 En vertu de I'Exemple 6.3 sur les séries géométriques, la série
suivante converge uniformément sur tout intervalle [a,b] C (—1,1).

Nous avons alors

O

Nous pouvons généraliser le Théoreme 4.20 sur la dérivation des suites de fonc-
tions aux séries de fonctions de la maniere suivante.

Théoréme 6.16 Soit Y f, une série de fonctions réelles définies et dérivables
sur un intervalle borné et fermé [a,b]. S’il existe un point xo € [a,b] tel que la série
> fulxo) converge et que la série Y f! converge uniformément sur |a,b], la série
Y onso fn(x) est dérivable sur [a,b] et sa dérivée est donnée par

d [& = d
- (Z fn($)> = @

n=0
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EXEMPLE 6.17 Reconsidérons la série de I’Exemple 77,

Z (=1" x € (—1,00)

n+ax’

Les termes f, de cette série sont des fonctions de classe € sur (—1,00), et pour

tout k,
B (_1)n+kk! .
T U7

Or,
Vk, Ve > —1: ) [f#(x)] < oo

De plus, notre série converge uniformément sur tout [—1+ a, c0) avec a > 0. Donc,
la somme > f,, est de classe € sur (—1,00), et pour tout k,

dk B (—1)n+kk3'
G 2t = 2 G e

6.4 Séries entieres

On appelle série entiere (réelle) toute série de fonctions de la forme ) a,z"
ou (a,) est une suite numérique. Le plus belle exemple est la série géométrique qui

donne sur (—1,1), la somme
> et =i
—~ 11—z

Il y a aussi la fonction exponentielle qui est (cf. Théoreme ?7) définie par

o0 n

S
n!

n=0

Cependant, notons qu’il est possible de faire une translation de ladite série
entiére & un point xy en considérant la série Y a,(x — xp), ce qui se ramene a la
premiere forme par le changement de variables y = x — x.

6.4.1 Convergence

L’étude des séries entieres repose sur le résultat fondamental suivant.
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Lemme 6.18 (Lemme d’Abel) Si une série > a,z" converge en un point A non
nul, alors elle est absolument convergente sur [—|A|, |A[].

Nous pouvons déduire du lemme d’Abel les conséquences suivantes.

Corollaire 6.19 Si la série > a,z" diverge en \, elle est divergente pour tout x
tel que |x| > ||

En outre, nous avons :

Corollaire 6.20 Si Y a,\" converge, alors Y a,x™ est normalement convergente

sur [—A, A].

Ces derniers résultats conduisent machinalement a la définition suivante. Appe-
lons D I’ensemble ou domaine de convergence de la série » a,x™. Nous définissons
le rayon de convergence de la série entiere par

R (Z anx"> =R = QSElelg |z| = sup{|z| : Z la,z"| < oo} (6.10)

L’intervalle (—R, R) s’appelle intervalle de convergence de la série ) a,x".

EXEMPLES 6.21 Nous avons que R(>_z") = 1. De plus, R(>_ z"/n!) = oo. Ce-
pendant, R(>_ nlz™) = 0 parce que n!|z|* — oo si x # 0. O

En fait, le rayon de convergence détermine le domaine de convergence.

Théoréme 6.22 Soit Y a,x™ avec un domaine de convergence D et un rayon de
convergence R. Alors, D = {0} ssi R=0, et D =R ssi R = o0, sinon, on a

(-R,R) C D C [-R,R|
En outre, la série converge normalement sur tout [a,b] C (=R, R).

Quant au comportement de la série au point R, toute éventualité est possible.
Cependant, on a

Théoréme 6.23 (Second lemme d’Abel) Soit Y a,x™ avec un rayon de conver-
gence R € RY.. Si ) a,R" converge, alors
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Remarque 6.24 La réciproque est fausse. Par exemple, si a, = (—1)", alors nous
avons

- 1
g apr” = ——, x| <1
—~ 1+

Donc,
. 1 1
lim = —
=1 142 2

sauf que Y (—1)" diverge.

EXEMPLE 6.25 Considérons la série alternée Y (—1)"z™/n et observons que
xn
lz] >1= — -~ 0
n

En méme temps, en tant que série alternée, il est facile de voir que notre série
converge si |z| < 1. Ainsi, son rayon de convergence est 1. En plus, > (—1)"/n
converge aussi. Alors, par le second lemme d’Abel, nous avons que

) " -1

s S =3
Remarquons enfin que la série en question est divergente en —1. O
Pour la détermination du rayon de convergence, on a

Théoréme 6.26 (Hadamard) Soity_ a,z"™ avec un rayon de convergence R. Alors,

on a
1

R= ———
limsup {/|a,|

EXEMPLES 6.27 Soit la série > 2™ /n?. Nous avons

(6.11)

2

= lim ——
n n?4+1

n+1 2

T n

n

La série est donc absolument convergente pour |z| < 1. Pour |z| > 1, elle est
évidemment divergente car

lim M = 00
2 - )
non
donc R =1.
En second, étudions la série > a,z" telle que
(34 (=n™)"

n —
n
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Comme {/n — 1, nous avons

lim sup {/a, = limsup (3 + (—1)") =4,

ce qui donne R = 1/4.

Notons ici que les regles de D’Alembert et de Cauchy ne s’appliquent pas direc-
tement sauf si 'on décide de décomposer la série en somme de deux séries suivant
les puissances paires et impaires.

O

6.4.2 Continuité, dérivation et intégration

Quant a la continuité, la dérivation et I'intégration des séries entieres, le théoreme
suivant reformule les résultats des Théoremes 6.12-6.14 et 6.16.

Théoréme 6.28 Soit > a,x™ une série entiére, R son rayon de convergence.
Alors, on a
(1) > anx™ est continue sur (—R, R),

(13) > apx™ est dérivable sur (—R, R) et sa dérivée donnée par

d o0 o0

d o
e g apx" = and— " = E na,z" (6.12)
x x
n=0 n=1

n=0
Ce qui donne une nouvelle série entiére avec le méme rayon de convergence R.

(17i) > anx™ est intégrable sur (—R, R) et pour tout x € (—R, R),

/0 ;ant”dt - ;an/o tn dt = ; ncf’ﬁlx”“ (6.13)

En plus, la série obtenue par intégration posséde le méme rayon de convergence R.

EXEMPLE 6.29 Reprenons la série géométrique > 2" qui est converge sur (—1,1).
Alors, par le Théoreme 6.28, nous avons

1_3: an !

et

n

—log(l —z) = i

n:O
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Nous avons en plus quelques conséquences directes des derniers résultats.

Corollaire 6.30 Soit Y a,z" = S(x) une série entiére. Alors, elle est de classe
€ a lintérieur de son intervalle de convergence. En outre, on a

_ S (0)

n!

Vn ay, (6.14)
Preuve. Par itération du résultat (ii) du Théoreme 6.28, nous obtenons qu’une série
donnée est de classe €’ sur son intervalle de convergence. Quant a I’égalité (6.14),
il suffit de noter que

S (z) = i k(k—1)--(k—n+Dagz™™

Par ailleurs, on a aussi

Corollaire 6.31 Deuz séries entiéres y | a,x™ et Y b,x™ sont égales, i.e. a, = b,
pour tout n, si elles coincident dans un voisinage de 0.

6.4.3 Séries de Taylor

Quant peut-on développer une fonction donnée en série entiere, en ce sens 1’écrire
sous la forme Y a,ax™?

Nous venons de voir dans le Théoreme 6.28 que la somme S(z) d'une série
entiere est infiniment dérivable dans son intervalle de convergence et qu’elle est
alors donnée sous la forme

Le probleme inverse qui se pose alors, c¢’est de reconnaitre si une fonction f infini-
ment dérivable, peut étre représentée sous cette forme dans un voisinage de zéro ?

Soit f une fonction infiniment dérivable dans un voisinage de zéro. Nous avons
ladite série de Taylor ou de Maclaurin,

— ™) ,
Z_; n! o
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Généralement, une fonction f infiniment dérivable n’admet pas de développement
en série de Taylor au voisinage d'un point donné comme le montre I’exemple suivant.

e sixz£0
f(z) = .
0 siz=20

C’est la une fonction infiniment dérivable sur R. Cependant, la représentation en
série de Taylor n’est possible dans aucun voisinage de zéro, car

Vo : f™(0) =0

La série de Taylor est donc nulle en tout point alors que f n’est nulle qu’en zéro.
La formule de Taylor peut nous aider a déterminer une condition nécessaire et
suffisante permettant de représenter une fonction par sa série de Taylor avec reste
de Lagrange. Nous rappelons ici la formule de Taylor pour une fonction f dérivable
n fois dans un voisinage de zéro (—7,7) et telle que f™ est continue sur (—r,r) et
dérivable dans (—r,r). Alors, pour tout x € (—r,r), nous avons que
OO o, 100 4 0

f(x) = f(0)+ f(0)x + I TR SR sy

"+ R, (z),

ou
@) ey
(n+1)! ’

0 € (0,1) est une valeur qui dépend de .

Ry (x) =

Théoreme 6.32 Soit f une fonction infiniment dérivable dans un voisinage de
zéro (—r,r). Pour que f soit développable en série de Taylor dans (—r,r), i.e.

Vo e (—rr): f(z) = i %x",

il faut et il suffit que le reste R, (x) dans la formule de Taylor tende vers zéro quand
n tend vers l'infini, i.e.

) l.nJrl (nt1)
Vr € (—T,T’) : hrrlnmf (91}) =0
ou 0 € (0,1).

Le résultat suivant fournit une condition suffisante pour qu’une fonction soit
développable en série de Taylor.
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Théoréme 6.33 Soit f une fonction infiniment dérivable dans (—r,r). S’il existe
une constante M > 0 telle que pour tout x € (—r,r),

vn |f™ ()| < M (6.15)

on a

>, f(n)
Vo e (—rr): flz) = Z / (O)x"

n!
n=0
6.4.4 Développements usuels
=1l4+x+---+z"+--- R=1
11—z
. x2 "
e =l+z+5+=+-- R =00
2 nl
2 n
log(1+:c):x—%+---+(—1)”*1x—+ R=1
n
] ZL'S . x2n+1
sine =z =gt U ey =00
2;.2 $2n
cos:vzl—?—i----—i—(—l)w—i— R =00
z3 1-3---(2n—1) a?H!
1 = _ .. Rzl
arcsin x—|—2_3+ + 9 4.9n o+l
3 p2n+l
arctan:p:x—§+---+(—1)"2n+1+--- R=1
1) — 1
(1+:v)°‘:1+ozx—|-~-~+a(a Joo(aznt )x”+ R=1

n!
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7 'Transformation de Laplace

7.1 Définition et exemples

Soit f une fonction réelle d'une variable réelle et ¢ une valeur réelle donnée. On
appelle transformation de Laplace de f au point ¢, si tant est qu’elle existe,
I'intégration suivante

LU0 =P = [ e tpla)da (7.1)
Ainsi, ladite transformation de la fonction f est une opération qui génere une
fonction associée L(f), dite transformée de Laplace de f, définie sous forme
d’intégrale impropre dépendant de I'argument t, appelée intégrale de Laplace.
Le domaine de définition de £(f) est donc le domaine de convergence de I'intégrale
impropre en fonction de t.

Remarquons qu’il est possible de considérer des fonctions complexes de variable
complexe, et de plus, de prendre ¢ dans C. Cependant, nous restons pour notre part
dans le réel.

EXEMPLE 7.1 Considérons la fonction f = 1. Alors, nous avons pour tout ¢ > 0,

o 1
o —tx o -1 _—tzx]%° __
L) _/0 et dr = [t ] =
O
EXEMPLE 7.2 En vertu d’une intégration par parties, nous avons t > 0,
o o 1 [ 1
L(x)(t) = /0 e Prdr = [—%e_t’”]o + Z/o e "dr = e
O

© Introduction a I’Analyse, O. Boukhadra. [5]. 23 décembre 2022.



7.2 Existence 7 TRANSFORMATION DE LAPLACE

EXEMPLE 7.3 Prenons les fonctions trigonométriques jumelles cos et sin. Alors,
en utilisant 'intégration par parties, nous avons pour tout t > 0,s > 0,

S S
— — . S — .
/ e cosrdr = [e msmx}o—i—t/ e " sinx da
0 0

et aussi,
S S
— . — S —
/ e "sinrdr = — [e mcosx]o — t/ e "™ cosxdx
0 0
Ce qui, par un calcul simple, donne

s t
[e™(sinx — teosx)|, = e

/ e "eoszrdr = lim
0 s—oo | + 12

et

& 1
/ e ®sinxdr =
0 1+t

7.2 Existence

Vu les derniers exemples, 1'existence de la transformée de Laplace d'une fonction
donnée dépend de sa variation. Ce qui nous amene a vouloir établir des criteres
généraux de son existence. En méme temps, étant donné que le facteur e ** &
I'intérieur de l'intégrale de Laplace est décroissant en fonction de t, il est alors
logique de vouloir croire que l'intégrale existe pour tout ¢ > ¢ si elle existe pour

to. En effet, ceci est I'assertion du théoreme important suivant.

Théoréme 7.4 (Théoreme fondamental) Si L(f)(to) existe alors L(f)(t) existe
pour tout t >ty et, de plus, converge absolument. Alors, L(f)(t) peut étre exprimée
sous la forme

L)) = (¢t —to) / T e o () da (7.2)

En outre, on a
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Remarque 7.5 L’assertion (7.3) peut étre utilisée comme critére général d’exis-
tence de la transformée de Laplace. Par exemple, t* ne peut étre la transformée de
Laplace d’aucune fonction.

Dans la pratique, il peut se révéler difficile de trouver une valeur ¢y de conver-
gence de l'intégrale de Laplace. C’est pourquoi il serait intéressant de déterminer
une classe de fonctions suffisamment large, lesquelles admettent une transformée
de Laplace. Nous avons effectivement une telle classe dont les fonctions doivent
satisfaire les conditions des deux définitions suivantes.

Une fonction est continue par morceaux sur [0,00) si f(04) existe, et que
pour tout b > 0, elle est continue sur (0, b) sauf, peut-étre, a un nombre de points
fini, xq,...,x,, ou elle admet des sauts bornés, i.e. pour tout 4,

Af(w;) = |f(ziy — f(zi)] < 00

Une telle fonction est donc continue et bornée sur les intervalles (z;, z;11), et nous
avons

[feste= M [Cenrmans o [ oo

On appelle une fonction d’ordre exponentiel «a toute fonction telle que

|f(z)] = O(e™) (7.4)

Par exemple, une fonction polynomiale est d’ordre exponentiel o pour tout o > 0;
une fonction bornée, comme cos et sin, est d’ordre exponentiel 0; la fonction e**
est d’ordre exponentiel a; la fonction e ne possede aucun ordre ou on dit qu’elle
est d’ordre infini.

Le résultat qui caractérise ladite classe est alors le suivant.

Théoréme 7.6 Si f est une fonction continue par morceauzx sur [0,00) et qu’elle
est d’ordre exponentiel o, alors L(f) existe pour t > «, et de plus, converge abso-
lument, 1.e.

/00 e | f(x)|dz < oo

0

Les exemples suivants montrent toutefois que les conditions du Théoreme 7.6
ne sont pas nécessaires.

EXEMPLE 7.7 Soit la fonction

f(z) = 2z€” cos 2

89



7.3 Propriétés basiques 7 TRANSFORMATION DE LAPLACE

Cette fonction continue n’a pas d’ordre exponentiel. En effet, il suffit de prendre
les valeurs de x tels que 22 = 2mn,n € N. Cependant, une intégration par parties
donne

L(f)t) = [e‘m sin e“’ﬂ + t/ e sine® dz = —sin 1 + tL(sine® )(¢)
0 0
ol L(sin e*”)(t) existe en vertu du Théoréme 7.6. O

7.3 Propriétés basiques

Nous allons voir ici quelques unes des propriétés basiques de la transformation
de Laplace, lesquelles aideront a trouver des transformées de Laplace.

Théoréeme 7.8 (Linéarité) Soit f et g deux fonctions qui admettent des trans-
formées de Laplace. Alors, L(f + g) existe sur l'intersection des deux domaines
respectifs de f et g, et pour tous a, 5 € R, on a

Llaf + Bg) = aL(f) + BL(g) (7.5)
EXEMPLE 7.9 Soit le polynome
f(z) =apz" +---+ap
En itérant n fois I'intégration par parties, nous obtenons

L)1) = (7.6

Ce qui, par linéarité, donne
n!
tn+1

L(f)(t) =a,L(x™)(t)+ -+ apl(1)(t) = a, _|_..._|_?

O

Le résultat suivant fournit une condition suffisante pour garantir la transforma-
tion des séries entieres, laquelle exige que la fonction en question soit d'un ordre
exponentiel donné.

Théoréme 7.10 (Séries entieres) Soit f(x) = Y a,a™ une série entiére qui converge
pour x > 0. Supposons que pour n suffisamment grand, il existe « > 0, K > 0 tels

que
n

a, < K % (7.7)
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7.4 Inversion 7 TRANSFORMATION DE LAPLACE

Alors, L(f) existe pour t > « et est donnée par

= aL(z")(t) =) ant% (7.8)

EXEMPLE 7.11 Soit la fonction

n2n

sin x >
nz 2n+1

Les coefficients d’ordre impair de cette série entiere sont nuls et le reste vérifie alors

1 < 1
(2n+1)! = (2n)!

Aop =

En méme temps, la fonction en question est continue sur (0, c0) et par prolongement,
en 0. Donc, en vertu du Théoreme 7.10, sa transformée de Laplace existe et nous
avons

sinz B > (=1)" o
c( )(t) = > Gty ) (7.9)

x “(2n+1)!
(D"
—_— 1
;(2n+1)!t2”+1 (7.10)
= arctant (7.11)
O

7.4 Transformation de Laplace Inverse

La transformation de Laplace, par définition, associe une fonction originale a
sa transformée de Laplace, autrement dit son image. Intéressons-nous maintenant
a la question inverse, celle qui consiste a chercher la ou les fonctions originales a
partir d’'une fonction image donnée. Cette opération inverse est notée par £L71, et
L7Y(F) est dite la transformée de Laplace inverse pour une fonction donnée
F.

Clairement, la transformée de Laplace inverse ne peut étre unique a cause de
I'intégration (de Riemann) elle-méme. En effet, I'intégrale ne change pas si la fonc-
tion intégrée est changée sur un nombre de points fini dans un intervalle fini.
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Par exemple, si, a la place de la fonction identiquement égale a 1 sur R, (cf.
Exemple 7.1), on prend la fonction

1 z>0
f@):{o 2 =0

Alors, on a toujours L(f)(t) = 1/t. D’ou la question : si fi et f, sont des fonctions
originales telles que pour tout ¢ > 0,

[0 - s =0

est-ce que L(f1) = L(f2) 7 Et est-ce que c’est 1a la seule différence entre les fonctions
originales ? La réponse aux deux questions est heureusement affirmative!

Introduisons la fonction intégrablement nulle qui doit vérifier la propriété
d’intégration suivante

s >0 /Sy(@dx:o (7.12)

Pour une telle fonction, nous pouvons utiliser I'intégration par parties généralisée
(cf. Remarque 1.25) pour obtenir que

[t [ [~ [ oo [ oraa=

De ce fait, nous obtenons que

LW)(t) =0

Ainsi, nous venons de montrer que le fait de rajouter une fonction intégrablement
nulle a une fonction donnée ne change pas sa transformée de Laplace. Et le théoreme
important qui permet d’utiliser rigoureusement L~! est le suivant.

Théoréme 7.12 (Unicité) Si L(f) = L(g) alors f — g est une fonction intégra-
lement nulle.

Remarque 7.13 Ce résultat est connue sous la nom de théoréme de Lerch et dit
en d’autres mots que deux originaux a la méme image ne pewvent différer que d’une
fonction intégrablement nulle. Ainsi, ['unicité est définie par [’égalité a une fonction
intégrablement nulle pres, laquelle égalité établit en fait une relation d’équivalence
dans ’ensemble des fonctions originales. On parle alors plus d’une classe de fonc-
tions originales égales entre elles a une fonction intégrablement nulle prés. Ce type
d’égalité sera retrouvé a la généralisation de l'intégrale de Riemann a l'intégrale
de Lebesgue.
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Clairement, I'assertion du théoreme de 'unicité est équivalente a la proposition
que L(f) = 0 implique que f est une fonction intégrablement nulle. Nous allons
prouver ledit théoreme, “officieusement” en utilisant le théoreme d’approximation
de Weierstrass et I'intégration par parties généralisée (cf. Remarque 1.25), en don-
nant la démonstration d'un résultat plus fort sous une hypothese plus faible : £(f)
prend la valeur 0 sur une séquence infinie de points séparées a intervalle égale.

Théoréme 7.14 Soit L(f) qui converge au point tg. Supposons que L(f) s’annule
aux points de la suite périodique (to + no) pour une certaine valeur o > 0, i.e.

L(f)(to+no)=0, Vn>1
Alors, f est une fonction intégrablement nulle.

Remarque 7.15 Une drole de conséquence néanmoins importante de ce résultat
est que si L(f) est nulle sur des points a distance égale, alors L(f) = 0. Toutefois,
il est possible qu’une fonction image soit nulle sur une infinité de points sans qu’elle
soit nulle et ce pourvu que lesdits points ne soient pas a distance égale, comme par

exemple,
—Vat

E(\/%cosé) () = 67008\/2_75

Auparavant, nous avons besoin du résultat suivant.

Théoreme 7.16 Soit ¢ une fonction continue. Supposons que tous les moments
de 1 s’annulent sur lintervalle (a,b), i.e.

b
/ 2"Pp(z)de =0, n=0,1,2,... (7.13)

Alors, 1 =0 sur (a,b).

Dans 'application, il serait utile de pouvoir savoir si les fonctions originales sont
identiques. La continuité a gauche ou a droite sont suffisantes pour avoir I’égalité.
Explicitement, nous avons

Théoréme 7.17 Si L(f) = L(g), alors f = g sur tous les points ou [ et g sont
continues a gauche ou a droite.

Apres 'unicité et le Théoreme 7.17 qui permet de distinguer les fonctions origi-
nales, il y a & savoir la linéarité de £~ héritée de celle de L :
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Théoréme 7.18 (Linéarité de la transformation inverse) Si F' et G sont deux
fonctions images, alors on a pour tous o, 8 € R,

L7 (aF + BG) = aL™Y(F) + BL7Y(G)

EXEMPLE 7.19 Nous avons

1 1 et +e "
-1 _c e _ h
£ (Q(t —1) oy 1)) CoSLT

EXEMPLE 7.20 (Fonction de saut) Soit

1 sixz>
R

Cette fonction est dite fonction de saut et est fréquemment utilisée en science de
I’électronique. Nous avons

o0 e—at
E(ua)(t):/ e dr = ;

Par conséquent, nous obtenons que

O

Il reste a savoir qu'une formulation explicite de la transformation de Laplace
inverse existe bien sauf que pour la démontrer, nous aurons besoin de ’analyse de
la variable complexe; un autre cours, une autre théorie! Pour énoncer la formule
d’inversion, faisons I'extension naturelle et simple de I'intégrale de Riemann : soit
la fonction a valeurs complexes

f(x) = filx) +ifa(x)

ou et f; et fy sont deux fonction réelles d’'une variable réelle. On dit que f est
intégrable sur un intervalle I si f; et f5 le sont et on écrit

/If(x)—i-z'g(a:) dx:/lf(x) daz+i/lg(x) dz (7.14)

Nous avons alors le résultat célebre suivant dont une démonstration est dispo-
nible dans (cf. [?]).
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Théoréme 7.21 (Théoreme d’inversion de Fourier) Soit f une fonction continue
par morceaux sur R et F' = L(f). Supposons que [’ existe et qu’elle soit aussi
continue par morceau sur R. En plus, supposons que f est absolument intégrable,
1.€.

[lr@lde < oc

Alors, en tout x ou f est continue, on a

fla) = -

=— [ "F(t)dt 7.15
5 [ P (7.15)
ou

F(t) = / e " f(z)da (7.16)
ce que l’on appelle transformée de Fourrier de f. En un point de discontinuité x,
(7.15) est donnée par

Fled) + f(e) 1
2 2m

/ ¢ () dt (7.17)

7.5 Translation

Dans cette section, nous donnons quelques propriétés de la transformation de
Laplace et son inverse qui sont en méme temps des outils pour obtenir 1'une ou
lautre et qui permettent une utilisation plus large du tableau de la transforma-
tion de Laplace fourni a la fin. En premier, nous avons un résultat qui permet
de connaitre les transformées de Laplace de fonctions exprimées sous une forme
particuliere de fonctions dont la transformée est déja connue.

Théoréme 7.22 (Premier théoreme de translation) Soit L(f)(t) pour t > 0.
Alors, pourt > a, on a

L(ef(x) (1) = L)t —a) (7.18)
EXEMPLE 7.23 Nous savons déja que L£(z)(t) = t72. Alors
1
£(€ax$)(t) = m, t>a

Et de maniere générale, nous avons pour n > 0 et t > a,

L(e*x")(t) =
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En second, il y a le résultat suivant qui fait I'inverse du Théoréme 7.22 en
permettant de tirer des fonctions originale a partir de fonctions images particulieres.
Rappelons-nous de I’Exemple 7.20 la fonction de saut wu,.

Théoréme 7.24 (Second théoreme de translation) Soit L(f)(t) pour t > 0 et
a>0. Alors, on a

L (uq(2)f(x = a)) (t) = e L(f)(t) (7.19)
Remarque 7.25 Si F = L(f), lexpression (7.19) peut étre donnée sous la forme
L7 (e™™F) (z) = ug(z) f(z — a) (7.20)

Cette derniere fonction est la translatée de f au point a.

EXEMPLE 7.26 Soit la fonction z? translatée a 1, i.e.

- .o sizel0,1)
f@) = wu(2)(z —1)" = {(93—1)2 siz>1
Alors, —t
L)) = e L)) = 25

7.6 Dérivée de transformée

Peut-on dériver £(f)? La réponse est affirmative et plus qu'une fois!

Théoréme 7.27 Soit L(f) = F et supposons que F(to) existe. Alors, F' est infi-
niment dérivable pour tout t > tg et ses dérivées sont données par

F(t) = (=1)"L(a" f(x))(t) (7.21)

Remarque 7.28 (e résultat est d’autant plus vrai si f est continue par mor-
ceaux et qu’elle est d’ordre exponentiel a. Par ailleurs, 'expression (7.21) donne la
formule utile suivante

I .
f@) = —— L7(F())(x) (7.22)
EXEMPLE 7.29 En vertu des exemples précédents, nous avons

d d ¢ =
L(x cos(bx)(t) = —aﬁ(cos(bx)(t) BERFTETEN T (2 + b2)2
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et d’autre part,

. d ' d b 2bt
L(xsin(bx)(t) = —Eﬁ(sm(bx)(t) BT RN (2 + 12)2

O

Il est naturel de se poser la question de I'intégration de la transformée de Laplace
apres sa dérivation. En fait, nous avons une conséquence directe du Théoreme 7.27.

Théoréeme 7.30 Soit ' = L(f) qui converge en ty. Supposons que L(f(z)/x)
existe. Alors, L(f(x)/x)(t) converge en ty et on a pour tout t > t,

/to tF(s) ds = [c (@) (S)IO (7.23)

EXEMPLE 7.31 En vertu de (??), nous avons pour ¢ > 0,

r sin 0 /°° ds farctan s|° T ton t ; 1
= = |arctan s]” = - — arctant = arctan —
T . 8241 09 t

7.7 Transformée de dérivée

A T'opposé de la Section 7.6, nous allons nous intéresser ici a 'opération inverse,
a savoir transformer les dérivées de fonction, ce qui, par la suite, permettra de
résoudre les EDL en les transformant.

Théoréme 7.32 Soit f une fonction continue sur (0,00). En plus, supposons que
f soit d’ordre exponentiel o et que f' soit continue par morceaux sur [0, 00). Alors,
L(f") existe pourt > « et on a

L(f)(8) = tL(F)(E) — f(04) (7.24)

Remarque 7.33 Remarquons qu’il n'est pas exigé que [’ soit d’un ordre expo-
nentiel. Par exemple, La fonction sin(el’Q) entre dans ce cadre. Ce serait alors une
condition plus forte. En effet, si f' est d’ordre exponentiel «, i.e. pour un certain
M > 0 et tout x assez grand

|f'(2)] < Me™
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alors nous avons par le théoréme fondamental du calcul intégral, avec a choisi
arbitrairement grand,

/axf’(u)du

Par conséquent, f est aussi d’ordre exponentiel c.
D’autre part, si f a des sauts Af(x;) auz points 0 = z9 < x1 < -++ < T, alors
le méme argument donne facilement que

()] =

v M
§M/ edu< —e*™ou Mz sia=0
o
a

L)) = tL(F)(E) = FO0) + Y e " Af(x:) (7.25)
i=1
Enfin, on obtient par itération sous les conditions que f,f',..., f™ Y soient

continues par morceauz sur (0,00) et d’ordre exponentiel, et que f™ soit continue

sur Ry,
n

L) () =t"L(f)(t) =Y (0, (7.26)

k=1
Ainsi, on peut voir que la transformation de Laplace transforme les dérivées
en polynémes.

EXEMPLE 7.34 Soit la fonction
f(z) =a"e™®
Nous voulons la transformée du polynome dit polynome de Laguerre
e
Lo(2) = 5 1 (@)

En vertu de (7.26), du premier théoréeme de translation et (7.6), nous obtenons que

n __4n — Lﬂ'
L (f( )) (t) =t"L(f)(t) = (t+ 1)+
D’ou,
o =Y e
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7.8 EDL

Nous arrivons a I'objectif principal de ce chapitre sur la transformation de La-
place, qui est de résoudre les équations différentielles par ladite transformation et
ce grace au Théoreme 7.32 et la formule générale (7.26). Nous considérerons les
EDL a coefficient constants dont la formule générale d’ordre n est donnée par

any(n) + an_ﬂ;(n_l) + oo+ apgy = h(q}) (EDL”C)

ou les a; sont des constantes et h une fonction de z.

La méthode générale consiste a appliquer L des deux c6tés de I'ED. (EDL"C);
cela suppose quil soit possible de transformer y™, ie. £ (y(”)) existe pour n =
0,1,..., et aussi que L(h) existe. De ce fait, (EDL"C) entraine une équation de la

forme
n

L) St =3 0 Y et — L)) (7.7
k=0 £=0 k=0

D’ou,
LN + 7,00 gt

£(y) = S = F(t (7.29)

Enfin, il reste a faire 'opération inverse en appliquant £71(F) pour “essayer” d’ob-
tenir une expression explicite de y.

EXEMPLE 7.35 Soit le probleme de valeur initiale

y'+y=1 y(0)=4(0)=0

Si nous prenons la transformée de Laplace des deux cotés en supposant que I'opération
est possible alors nous obtenons en vertu de (7.26) que

PLEy) — 19(0) ~ /() + LG)(E) =
D’ou,

1 1 t
L R
) tt2+1) t 2+1
Ce qui donne en appliquant la transformation inverse

y=1—cosx

99



REFERENCES REFERENCES

Références

1]
2]

K. ALLAB. (1984). Eléments d’Analyse, office des publications universitaires.

J. M. J. ABLowITz, A. S. FOKAS. (2003). Complexe variable, Introduction
and Applications, second edition, Combridge University Press.

J. M. ARNAUDIES, H. FRAYSSE. (1988). Cours de mathématiques-2, edition
Dunod.

SYLVIE BENZONI-GAVAGE. (2010). Calcul différentiel et équations
différentielles, edition Dunod.

O. BOUKHADRA. (2020). Introduction d [’Analyse. La premiere version, inti-
tulé Analyse a été publiée par I’'Univ. Constantine 1.

O. BOUKHADRA. (2020-21). Algebre. Telum : https://telum.umc.edu.dz/
course/.

M. QUEYSANNE. (1984). Algébre, office des publications universitaires.
M. R. SPIEGEL. (1973). Theorie et applications de l’analyse, Série SCHAUM.

M. R. SPIEGEL AND R. WREDE (2002). Theory and problems of advanced
calculus, second edition, Série SCHAUM.

WiLLiaM F. TRENCH. (2013), Elementary differential equations with boun-
dary value problems. Free Edition 1.

100


https://telum.umc.edu.dz/course/
https://telum.umc.edu.dz/course/

	Intégration
	Définition
	Propriétés fondamentales
	Critères d'intégrabilité
	Primitive et théorème fondamental
	Méthodes d'intégration
	Primitives de fonctions usuelles

	Intégrales généralisées
	Définitions
	Propriétés fondamentales
	Fonctions positives
	Critère de Cauchy
	Valeur principale de Cauchy

	Équations différentielles
	Définitions et généralités
	ED du premier ordre
	EDL du second ordre

	Suites de fonctions
	Définitions
	Convergence uniforme
	Suites de fonctions continues
	Suites de fonctions intégrables
	Suites de fonctions dérivables

	Séries numériques
	Définitions
	Propriétés élémentaires
	Séries à termes positifs.
	Condition de convergence et commutativité
	Règles de comparaison
	Comparaison avec une intégrale.
	Règles de convergence usuelles.

	Séries alternées.
	Convergence absolue et semi convergence
	Produit de convolution

	Séries de fonctions
	Définitions et propriétés générales
	Convergence normale
	Continuité, intégration et dérivation
	Séries entières
	Convergence
	Continuité, dérivation et intégration
	Séries de Taylor
	Développements usuels


	Transformation de Laplace
	Définition et exemples
	Existence
	Propriétés basiques
	Inversion
	Translation
	Dérivée de transformée
	Transformée de dérivée
	EDL

	Références

