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1 Probabilité et v.a.

Exercice 1.1 (a) Soit (A4;)!; une collection d’évenements dans un espace proba-
bilisable (€2, F). Montrer que N}, A; € F.

(b) Si G est une autre tribu de €, montrer que F N G est aussi une tribu de €.
Cependant, montrer que F U G ne l'est pas nécessairement.

Exercice 1.2 Modéliser les expériences aléatoires suivantes par un espace proba-
bilisé (2, F, P) :
(a) une piece de monnaie équilibrée est lancée trois fois.
(b) Une boule est tirée d'une urne qui contient un nombre donné de boules
rouges et bleues.
(c¢) deux boules sont tirées sans remise d’une urne qui contient un nombre donné
de boules rouges et bleues.
(d) Idem avec un tirage avec remise.
(e) une piece de monnaie équilibrée est lancée répétitivement jusqu’a ce que pile
apparaisse.

Exercice 1.3 (Inégalité de Boole) Prouver que

P(ULA;) < iP(Ai)

Exercice 1.4 Montrer que
P(limsup A,,) > limsup P(4,)

Exercice 1.5 Soit Q = R et F = {A est dénombrable ou A°}. Et considérer sur
F, I'application

P(A) =

0 si A est dénombrable
1 si A€ est dénombrable

(a) Montrer que (€2, F, P) est un espace probabilisé.

(b) Montrer que X : 2 — N est une variable aléatoire par rapport a F et &(N)

ssi il existe n tel que (X~1({n}))¢ est dénombrable (ssi il existe un n unique tel que
X~1({n}) est non dénombrable).
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TD de PROBA 1 PROBABILITE ET VA,

Exercice 1.6 Soit deux v.a. X et Y. Montrer que min{X, Y}, X +Y et XY sont
aussi des v.a.

Exercice 1.7 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble F muni
de la tribu de ses parties, telle que P(X = x) > 0 pour tout x € E. Montrer que F
est fini ou dénombrable.

Exercice 1.8 Soit F,G deux fr. et A € [0,1]. Montrer que AF' + (1 — \)G est
une f.r. Est-ce que F'G est une f.r. 7 Particulierement, si f et g sont les d.p. de ces
dernieres, montrer que Af + (1 — A)g est une d.p., celle de AF' + (1 — \)G. Est-ce
que fg en est une?

Exercice 1.9 Soit F une f.r. et n € N*. Montrer que les fonction suivantes sont
aussi des f.r. :

(a) F(x)" (b) 1 — (1= F(x))" (c) F+ (1 —F)log(l - F)
Exercice 1.10 Dire si les fonctions suivantes définissent des d.p. en déterminant
la valeur de la constante c, et éventuellement la f.r. associée :

ce®

flx) = Cm_d]l(l,oo)(l“), g(x) = m

Exercice 1.11 Soit F' le f.r. de la v.a. X. Exprimer en fonction de F' les f.r. des
v, —X et XT.

Exercice 1.12 Soit X une v.a. de f.r. F'. Trouver les f.r. des v.a. suivantes :

(a) aX +b (b) X2 (¢) VX

Exercice 1.13 Soit X une v.a. uniformément distribuée sur [0,2]. Poser Y = X?
et calculer

(a) P(1< X <2) (h) P(Y < X) (d) P(X +Y < 3/4)

Exercice 1.14 Soit une X une v.a. de f.r. F' et U une v.a. de distribution uniforme
sur [0, 1]. Soit
FY(u) =inf{z: F(z) > u}
Montrer que
XL F ) (1.1)

Ensuite donner I'exemple d’une distribution exponentielle standard.
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TD de PROBA 2 INDEPENDANCE

Exercice 1.15 Considérer la fonction suivante sur R3, F(z,y) = 1—e Y. Est-elle
une fr.?

Exercice 1.16 Soit X,Y deux v.a. de f.r. commune F. Montrer que
Pla< X <bc<Y <d)=F(bd)— F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

Exercice 1.17 Soit X une v.a. de Bernoulli de probabilité de succes p. Soit Y =
1 —X et Z = XY. Trouver la distribution des couples (X,Y) et (X, Z).

Exercice 1.18 Soit X une v.a. telle que E(]X|?) < oo pour p > 1. Montrer que
lim 2 P(|X| >z) =0
T—00

Que peut-on dire alors a propos de 'inégalité de Tchebychev ?

Exercice 1.19 Soit X une v.a. telle que || X2 = 1 et pour un o > 0, || X|| > a.
Montrer que E(]X|) < co. Ensuite, prouver que pour tout 5 € [0, 1], on a

P(X| > aB) > (1 - )%’

Exercice 1.20 Soit X,, une v.a. de distribution B(n,p). Montrer que

(1 +1Xn> -- _(721;11;]):

Trouver la limite de cette moyenne quand n — oo et p — 0 et que np — X € R7.

2 Conditionnement € Indépendance

Exercice 2.1 Soit P(B) # 0 et poser Q(A) = P(A | B). Soit Q(C) # 0. Montrer
que QA |C)=P(A| BNCO).

Exercice 2.2 Supposer que P(A)P(B) # 0 et montrer la formule de Bayes :

P(A|B) = P(B| A) % (2.1)

Ensuite, prouver que

P(A| B) > P(A) = P(B | A) > P(B)
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TD de PROBA 2 INDEPENDANCE

Exercice 2.3 Soit (A,,) une suite d’évenements. Soit [ = liminf A,,, S = limsup A4,
et poser I, = Mg>n Ak, Sn = Uk>nAk. Montrer que I et S sont indépendant si I, et
S, sont indépendants pour tout n. Si c’est le cas, et de plus, si A, — A, montrer
que P(A) =0ou 1.

Exercice 2.4 Un nombre aléatoire N de dés sont jetés. Appeler S la somme des
faces apparues. Supposer que P(N = n) = 27". Trouver les probabilités :

P(N=2|S5=4), P(S =4| N est pair).

Exercice 2.5 Soit X et Y deux v.a. i.i.d. dans N* de distribution donnée par 27".
Trouver les probabilités suivantes :

(a) P(min(X,Y) <n) b)P(X =Y) (c)P(X >Y)

Exercice 2.6 Soit X et Y deux v.a. indépendantes de f.r. respectives F' et G.
Trouver les f.r. de min{X, Y} et max{X,Y}. Ensuite, montrer que

Pla<m <M <b) = (F(b) - F(a))(G(b) — G(a))

Exercice 2.7 Soit X une v.a. de Bernoulli équiprobable indépendante de la v.a.
Y qui est de distribution normale. Trouver la loi de XY

Exercice 2.8 Soit X et Y deux v.a. de for. F' et GG. Supposer qu’elles soient
positives et indépendantes. Trouver la f.r. de XY.

Exercice 2.9 Soit X et Y deux v.a. indépendantes de distributions exponentielles.
(a) Déterminer la distribution de min{X, Y }.
(b) Calculer la probabilité de {X < Y'}.
(¢) Montrer que min{X, Y} est indépendante de 'évenement {X < Y'}.
(d) Calculer la f.c. de XY.

Exercice 2.10 Soit X,Y et Z des v.a. indépendantes de distributions exponen-
tielles de parametres respectifs a, § et v. Calculer P(X <Y < 7).

Exercice 2.11 Soit U = X + Y somme de deux v.a. i.i.d. suivant une loi expo-
nentielle standard. Poser V' = X/U. Trouver la distribution de (U, V') et en déduire
celle de V.

Exercice 2.12 Soit maintenant (.X,,) une suite de v.a. i.i.d. de distribution expo-
nentielle. Soit S, = X7 +---+ X,,. Pour t > 0, soit

N(t)=#{n:S, <t}
Montrer que N(t) ~ P(t).



TD de PROBA 3 FONCTION CARACTERISTIQUE

3 Fonction caractéristique

Exercice 3.1 Trouver les f.c. des fonctions suivantes :

1 1
(a) cosh(mx)

Exercice 3.2 Soit ¢ une f.c. Montrer que @ et ©? le sont aussi. Par contre, donner
un exemple qui montre que |¢| ne l'est pas nécessairement.

Exercice 3.3 Soit ¢ la f.c. d’une v.a. X. Montrer que pour tout ¢ > 0,

PUXI> 1/ < ¢ [ (1= Re(o(s)) ds

Exercice 3.4 Soit X et Y deux v.a. indépendantes de distribution normale stan-
dard. Utiliser les f.c. pour trouver les distributions de X? et XY

Exercice 3.5 Soit ¢ la f.c. de la loi normale standard. Montrer que ¢ vérifie
I’équation différentielle ¢'(t) = —te(t). En déduire la forme explicite de ¢.

Exercice 3.6 Trouver des v.a. X et Y dépendantes telles que o x.y = pxpy.

Exercice 3.7 Trouver les distributions associées aux f.c. suivantes :
(a) cost (b)) (1 — [¢]) Lyy<a(2)
Ensuite, dire si les fonctions suivantes sont des f.c. :

@+ (@e
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TD de PROBA 4 MODES DE CONVERGENCE DE V.A.

4 Modes de convergence de v.a.

Exercice 4.1 Soit (X,,) une suite de v.a. Supposer qu'il existe une série numdérique
> u, convergente telle que > P(X,, # u,) < co. Montrer que » . X,, est p.s. conver-
gente.

Exercice 4.2 Utiliser l'intégration par parties a la fonction z 1 ze /2

tenir ’estimation :

pour ob-

(o)
2 2 2
(x—l - .77_3) o~ 7/2 < / /2 qu < o lem?/2

T

Maintenant, soit (X,,) une suite de v.a. i.i.d. de distribution A/. Montrer que

X

(a) limsup ———= =1, ps.
v2logn

(b) maxi<i<n Xi P .1

Vv2logn  n—oo

Exercice 4.3 Soit (X,,) et (Y,,) deux suites de v.a. convergeant en loi respective-
ment vers X et Y.

(a) Supposons que (X,,) et (Y;,) soient indépendantes et que X et Y le soient
aussi. Montrer que X, +Y,, converge en loi vers X + Y. Donner un exemple
qui montrer que I'hypothese d’indépendance est nécessaire.

(b) Supposer que Y = 0. Montrer que X,, +VY,, = X et X,,)Y,, =0

Exercice 4.4 Soit (X,,) une suite de v.a. de distributions respectives N (0, 02).
Supposer que X,, = X.
(a) Montrer que (02) converge. En déduite que X est normale. Ensuite, étudier
le cas de v.a. non centrées.
(b) Montrer qu'il est vrai que

X, o x—x-Y,x

n—o0 n—o0
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Corrigés 77

Corrigé 77. (a) Observons que
Mis Ai = (U A7)

De ce fait, N7, A; € F.

(b) Vérifions que F NG est bien un tribu. Nous avons clairement 2 € F N G. En

second lieu, soit A € FNG. Alors, A° € F et A° € G, donc A° € F NG. Enfin, soit

(A,) C FNG. Nous avons que UA,, € F et aussi que UA,, € G. D’ou, UA,, € FNG.
Cependant, considérons I’exemple suivant

Q={a,b,c}, F=A{0,{a},{b,c},Q}, G={0,{a,b}, {c} Q}

Alors, nous avons que

FUG={0,{a},{c} {a,b},{b,c}, Q}

sauf que ce n’est pas une tribu vu que {a} U {c} = {a,c} ¢ FUG.

Corrigé ??. (a) Posons Q2 = {pile, face}? et F = 2(Q). La piece étant équilibrée,
les issues sont alors équiprobables; nous pouvons donc munir F de la probabilité
uniforme P telle que la probabilité d’une issue quelconque est de

11
#0028

P({w})

Par exemple, soit A 'évenement que le premier lancer donne pile. Alors, nous

avons que
4] 22 1
P A = — = — = —
(4) | 23 2
(b) L’ensemble €2 des issues possibles est 1’ensemble des boules de 'urne. Et nous
pouvons prendre Z?(§2) comme tribu de référence. Soit @ le nombre des boules
rouges et b celui des bleues.
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