1 Mesure de probabilité et v.a.

Exercice 1.1 Modéliser les expériences aléatoires suivantes par un espace probabilisé
(Q,F,P) :
(a) une piece de monnaie équilibrée est lancée trois fois.
(b) une boule est tirée d’une urne qui contient un nombre donné de boules rouges et
bleues.
(¢) deux boules sont tirées sans remise d’une urne qui contient un nombre donné de
boules rouges et bleues.

Exercice 1.2 Soit @ = R et F = {4 est dénombrable ou A°}. Et considérer sur F,
I’application
P(A) = {0 si A est dénombrable

" 11 si A° est dénombrable

Montrer que (€2, F, P) est un espace probabilisé.

Exercice 1.3 Soit AAB ’événement qu’un seul des événements A ou B se produise.
Montrer que
P(AAB) = P(A)+ P(B) —2P(ANDB)

Exercice 1.4 (Inégalités de Boole) Prouver que
P(UL A) < P(A)
i=1

Exercice 1.5 Soit X et Y deux v.a. sur l'espace ({0, F,P) et soit A € F. Posons
Z(w)=X(w)siwe Aet Z(w) =Y (w) si we A°. Montrer que Z est une v.a.

Exercice 1.6 Soit U une v.a. de distribution uniforme sur [0, 1]. Soit F': R — [0, 1] une
fonction continue et croissante. Montrer que F~1(U) est une v.a. et donner sa f.r.?

Exercice 1.7 Soit F le f.r. de la v.a. X. Exprimer les f.r. des v.a. suivantes en fonction
de F: XT,aX +bet X2

Exercice 1.8 Soit F,G deux fr. et A € [0,1]. Montrer que AF' + (1 — X\)G est une fur.
Est-ce que F'G est une fir.?

Exercice 1.9 Soit X une v.a. dans N* de distribution (p,, ). Dans chacun des cas suivants,

trouver la valeur de c telle que (py,) définit bien une distribution de probabilité :
c 2n
@pn=5  O)pn=c—y
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Ensuite calculer P(X > 1) et P(X € 2N*) dans les deux cas (a) et (b).

Exercice 1.10 Soit p=1— ¢ € (0,1). Montrer que

logU
log g

] ~G(p)

Exercice 1.11 Soit X une v.a. uniformément distribuée sur [0, 2]. Calculer
(@) P(X?2<X) (b)P(X +X2<3/4)
Exercice 1.12 Soit X ~ Ul /2] Trouver la d.p. de sin X.

Exercice 1.13 Soit X une v.a. de distribution de Cauchy, i.e. la d.p. est définie par
(1 + 2?)~1 /7. Montrer que 1/X suit la méme distribution.

Exercice 1.14 Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. Soit Sy la somme des
numéros de k boules tirées avec remise. Calculer E(Sy) et V(Sk).

Exercice 1.15 Soit X une v.a. continue de moyenne p, de médiane m et de variance
o?. Montrer que
(p—m)?* < o?

Exercice 1.16 Soit (X,Y) le vecteur aléatoire discret de distribution donnée par

(v +y)a™"?

PICXY) = (o)) = e T
Trouver la distribution marginale de X, ¢ et E(X). Donner la distribution de X + Y.

Exercice 1.17 Un point (X, Y") est choisi au hasard dans le demi-disque unitaire supérieur.
Quelle est la loi de X/Y.

Exercice 1.18 Soit X une v.a. telle que || X||2 = 1 et pour un « > 0, || X|| > «. Montrer
que E(|X]) < co. Ensuite, prouver que pour tout 5 € [0,1], on a

P(|X| 2 afB) > (1 - §)%a?

Exercice 1.19 Soit f une fonction continue sur [0, 1] et soit (X,,) une suite de v.a. telles
que X,, ~ B(n,z). Montrer que

lim E(f(Xn/n)) = f(z) (1.1)

n—oo



