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Introduction

et ouvrage est destiné a tous les étudiants qui peuvent s’exercer sur l’al-
C gebre bilinéaire. Bien sir, les étudiants en deuxiéme année de licence de
mathématiques sont les premiers concernés, mais il ne fait aucun doute que les
étudiants d’autres filieres qui étudient ces notions pourraient avoir besoin du
contenu de ce manuel.

Cet ouvrage est le fruit des cours et travaux dirigés destinés aux étudiants
de la deuxiéme année LMD Mathématiques qui ont déja fait leur cours en al-
gebre linéaire de la premiere année et I’algebre 3. Il est constitué de ’algebre 4
qui traite le sujet de la réduction des formes quadratiques (la diagonalisation
des endomorphismes réels auto adjoints, donc la diagonalisation des matrices
symétriques) est leurs applications aux quelques aspects mathématiques.

La réduction des formes quadratiques est un outil puissant pour la détermi-
nation de plusieurs notions de 1’algebre linéaire comme le rang d’une matrice,
la puissance d’une matrice, I'inverse d’une matrice inversible, etc., en plus aux
notions de la géométrie comme l'orthogonalité. Comme elle a plusieurs appli-
cations dans d’autres aspects mathématiques, comme la géométrie algébrique
la théorie des nombre, la topologie et les équations aux dérivées partielles.

Le but de ce polycopié est d’exposer un résumé du cours d’algebre 4 et de
donner un nombre important d’exercices corrigés.

Le polycopié est divisé en cinq chapitres, chaque chapitre est constitué de
trois section : un résumé du cours, une série d’exercices et le corrigé de ces
exercices.

Le premier chapitre expose quelques notions et théorémes nécessaires des
formes linéaires et la dualité et des exercices avec corrigé.

Le deuxieme chapitre traite les formes bilinéaires en général et en particu-
lier les formes bilinéaires symétriques et leur présentation matricielle dans des
différentes bases, les noyaux des formes bilinéaires, l'orthogonalité pour une

forme bilinéaire et des exercices avec corrigé.
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Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des espace euclidiens, produit
scalaire, ... et la donnée d’une série d’exercices avec corrigé.

Dans le quatrieme chapitre on donne un résumé sur les formes quadratiques
associées aux formes bilinéaires symétriques, les notions de 'orthogonalité, les
vecteurs isotropes, les formes quadratiques définies, non définies, positives,
négatives. On présente les différentes méthodes de la réduction d’'une forme
quadratique. On termine par des exercices avec corrigé et quelques examens

Le cinquiéme chapitre expose quelques notions de ’espace Hermitien que
les étudiants doivent connaitre pour leurs études de géométrie, topologie et la
théorie des opérateurs linéaires. Des exercices avec corrigé type sont donnés
pour éclairée les notions théoriques.

Dans toute la partie, on désigne par E un espace vectoriel sur un corps K de
dimension finie n (sauf exception), ou K est le corps des réels ou les complexes.

Cet ouvrage est a but pédagogique, c’est donc un document rédigé d’'une
maniere simple de sorte que le lecteur puisse avoir une bonne conception des
notions algébriques et les appliqua a la résolution de différents problemes et
exercices qui y sont traitées.

Des erreurs peuvent surgir apres la lecture de ce document, des erreurs
qui peuvent étre dues par de multiples causes (l’erreur est humaine), je tiens
a remercier vivement et d’avance toute personne qui me communiquera toute

critique constructive pour I’élaboration de ce document.



Chapitre 1

Formes linéaire et dualité

1.1 Résumé du cours

1.1.1 Formes linéaires, espace dual

Dans tout ce chapitre K désignera un corps commutatif et E un K-espace

vectoriel (de dimension finie ou non)

Définition 1.1. Soit E un K espace vectoriel. On appelle forme linéaire sur E
toute application linéaire de E dans K.

On appelle espace dual de E, noté E*, I'espace vectoriel des formes linéaires
sur E. Autrement dit, E* = L(E,K) et ¢ € E* signifie que ¢ : E — K est une
application linéaire telle que : V (x,y) € EZ et ¥ (a, ) € K?, ¢ (ax + fy) = aq (x) +

Be(y).

Proposition 1.1. Soit n € N*.

(a) Soit (Aq,...,A,) € K". Lapplication de K" dans K qui a tout x = (xy,...,x,,) €
K™ associe le scalaire ¢(x) = }_| A;x;, est une forme linéaire sur K".

(b) Réciproquement, pour toute forme linéaire ¢ sur K", il existe un n—uplet
(Ay,..., A,,) € K" tel que pour tout x = (xy,...,x,) € K", on ait ¢(x) = ) | Ajx;.

Proposition 1.2. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie. Alors son

dual E* est de dimension finie et dim E = dim E*.

1.1.2 Hyperplans

Définition 1.2. Soit E un K—espace vectoriel. On appel hyperplan de E, le

noyau de toute forme linéaire sur E autre que la forme nulle.
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Autrement dit, une partie H de E est un hyperplan de E s’il existe ¢ € E*\ {0}
telle que H = ker(¢). On dit alors que la relation ¢(x) = 0 est une équation de
I’hyperplan H.

Proposition 1.3. Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) H est un hyperplan de E.

(b) 11 existe dans E une droite vectorielle D supplémentaire de H telle que
E=HeoD.

Si E est de dimension finie, les conditions précédentes sont équivalentes a

(c) dim(H) = dim(E) —1 (autrement dit, H est de codimension 1).

(d) Toute droite vectorielle de E engendrée par un vecteur n‘appartenant
pas a H est un supplémentaire de H.

Remarque 1.1. Si E est de dimension finie n et B = (e;)"_, une base de E.

jlj=1
Relativement a la base B un hyperplan H de E admet une équation unique,
de la forme a;x; + a,xy +... + a,,x,, = 0 ou on a noté xy,...,x,, les coordonnées des

vecteurs x € E par rapport a B.

Corollaire 1.1. Deux formes linéaires non nulles sur un espace vectoriel E sont

proportionnelles si et seulement si elles ont le méme noyau.

1.1.3 Base duale

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, n > 1.

n
j=1

B* = (¢j);_, est une base de I'espace dual E*, appelée base duale de B.

Proposition 1.4. Soit B = (¢;)7_; une base de E. La famille des formes coordonnées

De plus, pour tout i, j € [1,1], on a les relations (d’orthogonalité) de Kronecker :

e?(ej)zézy':{ Lo

0 sii=j

Corollaire 1.2. Soient B = (ej);?zl une base de E et B* = (e)i_, sa base duale,
alors on a les relations suivantes :

»VxeEx=)i e (x)e.

>VpeE,o=Y1 pe)e.

>V feL(E),a;;=e}(f(e)) ot (ay) = Matg (f).

Proposition 1.5. (a) Si ¢ est une forme linéaire non nulle sur E, il existe un

1<i,j<n

vecteur x € E (non nul) tel que ¢(x) =1.

(b) Si x est un vecteur de E non nul, il existe une forme linéaire ¢ € E* telle

que @(x) =1.
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Proposition 1.6. Toute base de E* est la base duale d’une unique base de E,

appelée base préduale.

Proposition 1.7. (Changement de base duale)
Soient By et B, deux bases de E, et soit P la matrice de passage de B; a B,.

Alors la matrice de passage de B} a B}, est ‘P71,

Corollaire 1.3. (Calcul pratique de la base duale)
Soient By = (¢;)i_, la base canonique de E et Bj= (¢});_, sa base duale. Soit
B = (v;)!_, une autre base de E et B* = (v;)"_; sa base duale. Les vecteurs v;

(respectivement v;) étant exprimés dans la base B, (respectivement B ;). Alors

Matg, (B) ="' (Matg, (B))

1.1.4 Bidual d’un espace vectoriel

Définition 1.3. Soit E un espace vectoriel. Le dual de E*, noté E* est appelé
bidual de E.

Proposition 1.8. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et considérons

l'application
®:E—-E™
x> x:E*>K
P~ @x)

® est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Cet isomorphisme permet d’identifier
le bidual E™ a E.
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1.2 Exercices

Exercice 1.1. 1) Déterminer la forme linéaire f définie sur R3 telle que: f(1,1,1) =
0,f(2,0,1)=1,f(1,2,3)=4.

2) Donner un hyperplan H de R3, une base de H et tous ses supplémentaires
dans R3.

Exercice 1.2. Dans E = R*, muni de sa base canonique By = (e, ¢,,€3,e4), on
considere l'application :

fiE—>R f(x)=x; +xy—x3—Xx4.
1) Montrer que f est une forme linéaire.
2) Soit F un sous-ensemble de E tel que : F = {(x1,x,,x3,%3) € R*: x; + x5 — x5 —
x4 = 0}. Justifier que F est un hyperplan de E, en déduire sa dimension, puis en
donner une base, toutes ses équations et tous ses supplémentaires dans E.
3) Soitunréel me R et v =(m,m+1,2m,m—2) : pour quelles valeurs de m les

sous-espaces F et A = vect(v) sont-ils supplémentaires dans E ?

Exercice 1.3. Soit E = R,[X] muni de la base B = (1,X,...,X"). Pour tout i €

{0,...,n}, on définit une forme linéaire f; sur E par

Vje{O,...,n},fi(Xj):{ 1 sii=j

0 sii#j

1. Démontrer que (fy,..., f,) est une base de E*.
2. On considere les deux éléments ¢ et ip de E* définis par :

VPeE, ¢(P)=P(1), (P)=PA0). (1.1)

Déterminer les coordonnées de chacune des formes ¢ et i dans la base

(for-++ fu)-

3.R,_1[X] est-il un hyperplan de R, [X]? Si oui, en donner tous ses supplémentaires.
4. R"! est-il un hyperplan de R"? En déduire une caractérisation de ses

hyperplans

Exercice 1.4. I) Soient fi, f, les deux éléments de L(R?R) = (]Rz)* définis par

flxy)=x+ypet fH{x,y)=x-y.
a) Montrer que B* = (f;, f,) forme une base de (]Rz)
b) Exprimer dans la base B* les formes linéaires suivantes : g(x,v) = x, h(x,y) =

*

2x - 67.

IT) Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, (eq, e, e3) une base de E. Soient
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* * * L Py * * * * * *
fi' f5, f5 des formes linéaires sur E définies par f' = 2¢] + 5 + €}, f; = —e] +
2e, f5 = e] + 3¢,

Montrer que (f, f,, f5) est une base de E* et déterminer sa base pré-duale

(fi,f2, f3) de E.

Exercice 1.5. 1) Dans E = R,[X], on considére : F = {P € E : P(1) + P/(0) = 0}.
Justifier que F est un hyperplan de E, en déduire sa dimension, puis en donner
une base et tous ses supplémentaires dans E.

2) Soit E = C*(R,R), le R-espace vectoriel des fonctions numériques de classe
C* sur R. On définit F= {f € E: [? f(t)dt = f(E)).

(a) Montrer que F est un hyperplan de E.

b) Soit D; = vect{sin(t)} et D, = vect{cos(t)}. Dy et D, sont-ils des supplémentaires
de F.

3) On considére les formes linéaires @1, @, et @3 définies sur R® par

@1(x1,%2,X3) = X1 — X3 + X3
@2(x1,X9,X3) = X1 + Xy — 2x3
@3(x1,%x9,x3) = —4x1 + X3 + X3

Montrer que B* = (@1, @5, ¢3) est une base de l’'espace dual (R?’)*. Déterminer

les coordonnées des vecteurs de la base B pré-duale de B*.

Exercice 1.6. 1. Soient n € N* et E = C,,[X]. Pour a € C, on définit 'application
@, par: YP € E,@,(P) = P(a). Montrer que pour tout a€ E, ¢, € E*.

2. Soient ay, ...,a,, n+ 1 nombres complexes deux a deux distincts. Montrer que
la famille ((pao, v (pan) est une base de E* et déterminer sa pré-duale.

3. Montrer qu’il existe (g, ..., A,;) € C"*! tel que VP € Cn[X],fO1 P(t)dt = AyP(ag)+

...+ A, P(a,) puis donner la valeur des A; sous la forme d’une intégrale.

Exercice 1.7. Dans E = R>, muni de sa base canonique B, = (e}, e, €3, 4,€5). On

considere I'ensemble F; des vecteurs (x,,z,s,t) de E vérifiant

x+2y+3z+4s+5t=0
X+y+z+s+t=0
5x+4y+3z+25s+t=0

1. Justifier que F; est un s.e.v de E et que 2 < dim(F) < 4.
2. Les vecteurs u = (6,-9,1,1,1) et v =(2,-1,1,-2,1) appartiennent-ils a F; ?
3. Déterminer une base de F{, en déduire sa dimension.

4. Déterminer un supplémentaire G; de F; dans E, en donner un systeme
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d’équations.
5. On pose F, = Vect(ey,e;). Déterminer Fy () F5.

Exercice 1.8. (Supplémentaire)
On se propose de prouver que pour toute forme linéaire ¢ sur M, (K) existe
une unique matrice A de M, (K) telle que : VX € M, (K), p(X) = tr(AX).
1. Soit A € M,,(K). Justifier que l'application ¢, de M,(K) dans K définie par :
@a(X) = tr(AX) est une forme linéaire sur M,,(K).
2. On note ¢ I'application de M,,(K) dans son dual (M,,(K))* définie par: ¢(A) =
Pa-
a) Justifier la linéarité de ¢.
b) Montrer que ker(¢) = O,,. [Indication : Calculer @a(E;;).]
)

c) En déduire que ¢ est un isomorphisme, puis conclure (c’est-a-dire : décrire

n(K))).

Exercice 1.9. (Supplémentaire)

(
(
(
(M

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit (fi,..., f,) une famille
d’éléments de E*. Notons ¢ : E — K" I'application x + (f{(x), ..., f,(x))
1. On suppose que la famille (f;,..., f,,) est une base de E*.

a) Démontrer que ¢ est injective. En déduire qu’elle est bijective.

b) Démontrer qu’il existe une base B de E telle que ¢(B) soit la base canonique
de K™.
2. En déduire que toute base de E* est duale d’une base de E.
3. Démontrer que l'on a les équivalences suivantes :

@ est injective si et seulement si la famille (f, ..., f,,) est génératrice;

@ est surjective si et seulement si la famille (fy,..., f,;) est libre.

Exercice 1.10. (Supplémentaire)
Soit K un corps commutatif et E = M,,(K). Soit (Eij)lsi,an la base canonique
de E.
1. Montrer que pour tout i # j, E;;Ej; = Ej;, E;jEj; = E;j et Ej;E;; = 0.
2. Soit ¢ une forme linéaire de E telle que @(AB) = ¢(BA), pour tout (A, B) € E.
a) Montrer que 'application trace "TR" est un exemple de telle forme linéaire.
b) Montrer que @ (E;;) = (p(Ej]-), pour tout i,j € {1,2,..,n}. On note cette
valeur A.
c) Montrer que (p(Eij) =0 pour tout i = j.
d) En déduire que ¢(A) = ATr(A), pour tout A € E.
3. Soit ¢ une forme linéaire de E. Montrer qu’il existe une unique matrice A

telle que :

@(M) = Tr(AM), YM € E.
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Exercice 1.11. (Supplémentaire)

Pour toute matrice M € E = M,(R), on définit la trace de la matrice M par:

n
Tr(M) = Zmii =My + ...+ My,
n

somme des termes de la diagonale de M = (m;;),,.

1. Montrer que Tr est une forme linéaire sur E = M, (R).

2.0npose H={M € E : Tr(M) = 0}. Montrer que H est un hyperplan de E.
Un cas particulier : si n = 2, donner une base de H.

3. Soit une matrice A € E telle que Tr(A) = 0.
On définit 'application @ :

. M, (R) — M,(R)
| M M) =Tr(A)M-Tr(M)A.

Montrer que @ est un endomorphisme de E = M, (R).
4. Prouver ker(®) = Vect(A).
5. Montrer que H et ker(®) sont des sous-espaces supplémentaires de E.
6. Montrer : Im(®) = H.
7. Pour quelles matrices A 'application @ est-elle un projecteur de E?

Lorsque c’est le cas, préciser ses éléments caractéristiques.

Exercice 1.12. (Supplémentaire)

Soit un entier n € N et n+ 1 réels ay, ay, ..., a, vérifiant ag <a; <...<a,.
Sur l'espace vectoriel E = R,[X], on définit les applications ¢; par, pour tout
ie€{0,1,..,n}:

VP eE, (PI(P) = P(ﬂi).

a) Montrer que, pour chaque i € {0,1,...,n}, ¢; est une forme linéaire non
nulle sur I'espace E = R, [X].

b) Pour tout iy € {0, 1,..., n}, on définit le polyndome (polyndome d’interpolation
de Lagrange) :

_ HZZO(X—ak)
IT7_ (i —a)

L; (X) , k=1

Sin=2,0n adonc

Lo(X) = Xoa)Xzan) 1y yy  (XaolXad) 1y ey ((X—%)(X—an

(ap—a1)(ap—az)’ (a1-ag)(ar—az)’ ar—ag)(az—ai)’
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Pour tout (i,j) €{0,1,...,n}?, simplifier ®; (L;(X)).

c) Montrer que la famille (¢g, @1, ..., ¢,;) est une famille libre de vecteurs
de L(R,[X],R), I'espace vectoriel des formes linéaires sur E = R, [X].

d) Application :
Pour tout P € R,[X], on définit $(P) = [ P(¢)dt.

e Vérifier que ¢ est une forme linéaire sur R,[X].

e Montrer qu’il existe, sans les calculer, trois constantes a, et 7 uniques,
telles que :

2
VP e R,[X], .fo P(t)dt = aP(0)+ BP(1)+ yP(2). (1.2)

e Maintenant, calculer les valeurs de ces trois constantes «a, f§ et y.

e Vérifier que la formule est encore valable pour tout polynéme de
R5[X].

e Une application numérique : calculer f02 (t3 —3t2+ 2t + 1)dt.
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1.3 Corrige d’exercices

Solution. 1) Si f est une forme linéaire sur R?, alors

f(x,9,2) =ax+by+cz,

d’ou
f(1,1,1)=0 a+b+c=0
f(2,0,1)=1 < 2a+c=1
f(1,2,3)=4 a+2b+3c=4
a=-1
s b=-2,
c=3

d’ou, f(x,y,2) = —x—2p + 3z.
2) Soit H un hyperplan, d’ou

H = ker(f)={(xy2) eR*: f(x,3,2) = 0}

{(x,y,z) eR3: —x- 2y+3z= 0}

{(x,y,z) eR®:x=-2p+ 32}

{(x,v,2) =(-2y+32,9,2) =y(-2,1,0) + 2(0,0,1);y,z € R}

Vect{vy =(-2,1,0),v, =(0,0,1)}.

Puisque dim(H) = 2, d’ou {v; =(-2,1,0),v, =(0,0,1)} est une base de H.
Supplémentaire de H : Le supplémentaire de H est une droite vectorielle D

telle que :
HeD=R3, D:Vect{v};veR3,veEH,
siv=(x,y,z) € R\ {0}, alors —x - 2y + 3z # 0, d’ou
D= {(x,y,z) eR3: —x— 2y+3z= O}.
Solution. 1) Montrons que f est linéaire : Il est facile de vérifier que
Vx,p eREVAER, f(Ax+p) = Af (x) + f(p),

d’ou f est une forme linéaire.



CHAPITRE 1. FORMES LINEAIRE ET DUALITE 14
2) On remarque que :
F = {(x1,%2,%3,X4) € R*: f(x1,%,%3,%4) = 0} = Ker(f).

Puisque f(1,0,0,0) =1 # 0, d'ou f # 0. Donc, F est le noyau d’une forme
linéaire non nulle f, alors F est un hyperplan de R* de dimension dim(F) = 3.

D’autre part,on a:

F

{(xl,xz, x3,%1) ER* 1 xy = —x5 + x5 + x4}
= {(=xp+ x5+ Xx4,X2,X3,X%4) = X2(—=1,1,0,0) + x3(1,0,1,0) + x4(1,0,0,1); x5, x3, x4 € R}
Vect{(-1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)},

puisque dim(F) = 3, d’ou {(-1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)} est une base de F.

Les équations de F sont de la forme
a(x;+x,—x3+-x4)=0,a €R".

Les suplémentaires de F : Un suplémentaire de F est une droite vectorielle D

de R* engendrée par un vecteur n‘appartenant pas a F. Donc
D= {(xl,xz,x3,x4) ER* x| +x)—Xx3—x4 2 0},

par exemple, D =vect{e; =(1,0,0,0)}.
3)Sive Falors FBA=E.OrveF em+m+1-2m+m-2=m-1=0m=1.
Pourm=1,ona F®A =E.Sim=1,le générateur de A est dans F donc A C F et

ainsi FNA = A = {0}, la somme n’est pas directe, ils ne sont pas supplémentaires.

Solution. 1) Par définition de la base duale, on déduit que B* = (fy,..., f,)

est la base duale de la base B, donc c’est une base de 'espace dual E*.

n :
2)Ona:¥YP€eE,P(X)= ) a;X/,dou
j=0

n

$(P)=P(1)=) aj= if,m,
j=0

j=0
alors,

n

¢=) fi=forotfu=(L ).

j=0
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De méme,

d’ou
¥ =f=(01,0,.,0).

3) Il est évident que R,_{[X] C R,[X], est-il un s.e.v.?

Ona:P=0eR, [X], etVP,QeR, {[X],VaeR, deg(aP+Q)<n-1,donc
aP+QeR,_1[X]. D'ouR,_;[X] est un sous-espace de R, [X]. De plus la famille
(l,X,...,X”‘l) est une base de R,,_{[X], donc dim (R,,_;[X]) = n.

N.B. Pour monter que R,,_;[X] est un sous-espace de R, [X], il suffit de montrer

que c’est un hyperplan de R,[X]. En fait, 'application

=

¢:R,[X]>R, VPeR,[X], ¢(P)=a, PX)=) a
j=0

est une forme linéaire non nulle (p(X") =1 = 0) et Ker (@) =R, _1[X].

Les supplémentaires de R,_;[X] : On a : R, 1[X]® D = R,[X], ou D =
vect{P},P ¢ R, 1[X], dou P(X) = a,X",a, = 0, il suffit de prendre a, = 1, on
a:D=vect{X"}.

4) On remarque que R"~! ¢ R", donc R"~! n’est pas un hyperplan de R".

Une forme linéaire sur R" est de la forme :

n

p:R">R, @x1,..,x,)= Zaixi,
i=1

ou a; € R pour tout i € {1,...,n} et donc les hyperplans de R" sont de la forme
{x=(x1,..,x,) ER" s a1 x1 +...a,x,, = 0}.

Solution.

Da) filx;p)=x+yet fr(x;p) =x-y,dou
fi=ei+e, H=e -6

ou {e}, ea} est la base canonique duale de (Rz) . Dongc, on peut vérifier que pour
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tous ay,a, €R
a1f1+a2f2:0:>a1 :a2:0,

d’ou f, f, sont libres, de plus card(B*) = dim (R2)* = 2. En conséquence B* =
{fi, /) est une base de (Rz)*.
b)Ona:

gvy)=x | §=¢
h(x,v) =2x -6y h=2e] - 66

D’autre partona:

{f1=e;+e; {e’i=%(f1+fz)
* 1 :
2712

fr=¢l-¢ e;=5(fi—f2)
D’ou

8= %fl + %fz

h=-2f +4f,

IT) A On peut montrer facilement que f', f,, f; sont libres et puisque card { i1 f;} =
dim E* = 3, alors {ff, fz*,f;} est une base de E*.

A Déterminant la base pré-duale {f;, f», f3} de la base {fl*,fz*,f;} :

1" méthode : Soit Mg (B) et Mp: (B") les matrices de passage de By a B et de

B}, a B* respectivement, ou By = (ej,ey,e3),B = (f1, f2, f3), B (e’i,e; eg),B* =

(f1 ,f3f3)- Donc

o6 32 2 -1 1
Mg, (B) = (M) =32 1 5 [ouM=1 0 3
3 5 -1 1 2

Dot f; = 15(6,-2,3), f» = 15 (=3,1,5), fs = $5(~2,5,-1).

2¢me pyéthode : f1, f2, f3 sont des vecteurs de E, donc ils s’écrivent sous la forme :

fi = x1e1 +x2e3 + x3€3

fr=yi1e1 +y2e; +y3e3
f3 =z1e1 +z3e) + 2363
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Calculons f; : On a

fl*(fl)zl 2x1+x+x3=1 xlz%
f(fi)=0 < X1 +2x3=0 xz:I_g
f5(f1)=0 X1 +3x,=0 X =2

Dou f; = %(6,—2, 3). Par le méme procédé on calcule f, et f;.
Solution. 1) E=R,y[X]et F={P€E:P(1)+P’(0) =0} C E. Montrant que F

est un hyperplan de E. Il suffit de trouver une forme linéaire non nulle ¢ telle

que F = ker(¢). On définit 'application

¢ : E—R
P + @(P)=P(1)+P’(0)

Il est facile de vérifier que :
VP,QeEVa,peR:p(aP+pQ)=ap(P)+pp(Q).

Donc, @ est une forme linéaire. De plus, on a : pour P(x) = X, ¢(X) =2 =0,

alors ¢ est une forme linéaire non nulle et
ker(p)={P€E:¢(P)=P(1)+P'(0)=0}=F.

D’ou F est un hyperplan de E. dim(F) =dim(E)-1=3-1=2.
Déterminant une base de F : VP € E, P(X) =a+bX +cX?, dou

F={PecE:p(P)=P(1)+P(0)=0}={PeE:a+2b+c=0}.

Alors, P(X) = —2b—c+bX+cX? = b(—2+X)+c(-1+X?). Dong, F = Vect{—2 +X,-1+ X2}.
Et puisque dim (F) = 2, alors {—2 +X,-1+ Xz} est une base de F.
Supplémentaire de F : Tout supplémentaire de F est une droite vectorielle D

engendré par un vecteur non nul de E n‘appartenant pas a F. D’ou

D ={P€E\[0}: P(X)=a+bX +cX% a+2b+c=0}.

2)F = {f €E: [ f(t)dt= f(g)}.
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(a) Montrons que F est un hyperplan de E : Soit ’application :
Yy : E—R
: "
fom )= | rwde-r)

On peut montrer que ¢ est une forme linéaire c-a-d : VR : p(aP+BQ) = ap(f)+

B (g). De plus, pour f(t) =1, P(f) = fogdt—f(%) =7 -1=0.D’u 1 est une
forme linéaire non nulle et

ker(y) = {f €E:p(f)= sz(t)dt—f(g) = o} - F.

D’ou F est un hyperplan de E.
b) Soit D = vect {sin(t)} et D, = vect{cos(t)}. On a:

[SE

)= [—cos(t)]g -1=0

N

Y(sin(t)) = fo sin(t)dt — sin(

YP(cos(t)) = Jo cos(t)dt —cos(—=) = [sin(t)]g -0=1=0.

(Y|

D’ou sin(t) € F,cos(t) ¢ F. Donc D; n’est pas supplémentaire de F, par contre
D, est supplémentaire de F.
3) La réponse a cette question découle de la méme méthode utilisée dans Ex. 4

partie II.

Solution. 1. Soit a € C. Soient (A, u) € C? et (P, Q) € E2.

Pa(AP +pQ) = (AP + pQ)(a) = AP(a) + pQ(a) = Ap,(P) + ppa(Q).

Donc, @, est une forme linéaire sur E.

2.0On a déja card((pa =n+1=dim(E)=dim(E*). Il suffit donc de vérifier

f)OSan

que la famille (goa est libre.

f)OSan
X—aj
ke

Pour k € [0,n], on pose P (X) =TI
plus

. Chaque Py est un élément de E et de

Isij=k

V(j, k) €[0,n]% @q.(Pe) = 04 =
(j.k) €10, n]% @q, (Be) = 6 {Osi].:k
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Soit alors (Ag,...,A,) € C"*1,

n n n
) gy, = 0=VPEE ) Aig, (P)=0=ke[0,n],) Ajp,(P)=0
= j=0 =0

n
— kel0,n], ZAjéj;k =0=ke[0,n],A = 0.
j=0

Ceci montre que la famille ((pa,) osj<n est libre et donc une base de E*. Les

égalités (*) montrent alors que la pré-duale de la base ((pa )0<]< de E* est la
famille (Pc)o<i<,-
3. Pour P € E, posons @(P) = fol P(t)dt, ou ¢ est une forme linéaire sur E et

donc, puisque la famille ((paj )0<J_<n est une base de E*, il existe (1, ..., A,,) € C"**!
tel que ¢ = Z] 0 ](pa ou encore il existe (Ag,..., A,,) € C""! tel que pour tout
P€eE, Io t)dt = AgP(ag) + ...+ A,P(a,) (les A; étant indépendants de P).

En appliquant cette derniere égalité au polynome P, 0 < k < n, on obtient

ta]

1 1
A= [, Pelt)dt = [ T o=t +-dt. Dou

] 1 t—a:
VP e E'J P(t)dt = AyP(ag)+...+A,P(a,), ouVk € [0,n], Ay = J Hjika ; dt.
0 0 k—4j

Solution.
1. Soient ¢, @y, @3 € E* les 3 formes linéaires définies par

©1(x%,v,2,5,t) =x+2y+ 32+ 45+ 5t
©2(%,9,2,5,t) =x+y+z+s+t
©3(%,9,2,5,t) =5x+4y +3z+ 25+t

On a alors Fy = kerpy Nkergp, Nkergs. Ainsi, F; est bien un s.e.v de E. Soit
r =rang(@1, @2, ¢3). Puisque les formes linéaires ¢, ¢,, 3 sont non nulles, on
voit que 1 <r < 3. On sait que dim(F;) =n—r et donc 2 <dim(F;) < 4.
2. Onremarque que u € Fy etque v € Fy puisque 2-1+1-24+1=1=0.
3.0na

x+2y+3z+4s+5t=0 xX+2y+3z+4s+5t=0
X+y+z+s+t=0 = -y —2z-35s-4t=0
5x+4y+3z+2s+t=0 —6y—-122z-185-24t=0

X+2y+3z+4s+5t=0
-y —2z-35s-4t=0
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Ainsi, les vecteurs de F; s’écrivent

z+ 25+ 3t 1 2 3
—2z—3s—4t -2 -3 -4
z =z| 1 |+s] 0 [+t

s
t 0 0

On voit facilement que les 3 vecteurs uy, u, u3 ci dessus forme une base de F;.
Ainsi dim(F;) = 3.
4.Vulaforme de uy, u,, u3, on voit que Vect(el, e2) forme un supplémentaire
de F; dans E. En effet, 1a famille {(1,0, 0,0,0),(0,1,0,0,0),(1,-2,1,0,0),(2,—-3,0,1,0),(3,-4,0,0, 1)}
est clairement de rang 5 (famille libre).
5. On a vu que F, était un supplémentaire de F;, donc F; N F, = {0}.



Chapitre 2

Formes bilinéaires sur un espace

vectoriel de dimension finie

Dans tout ce chapitre K désignera un corps commutatif et E un K-espace

vectoriel de dimension finie.

2.1 Résumeé du cours

2.1.1 Deéfinitions

Définition 2.1. Une application

b:ExE —-K
(x,9) — b(x,p)

est dite forme bilinéaire sur E lorsqu’elle est linéaire par rapport a chacune de
ses variables, c-a-d
— Pour y € E fixe, I'application x +— b(x,p) est linéaire;

— Pour x € E fixe, I'application y +— b(x,p) est linéaire.
Autrement dit, pour tout x,y,z€ E, a1, a;, 1,2 €K :

b(a1x+B1v,2) = ai1b(x,z)+ p1b(v,2).

et

azb(x,9) + B2b(x, 2).

b(x, a2y + B>2)
» Pour toute forme bilinéaire b sur Eon a: Vx € E,b(x,0) = b(0,x) = 0.

Définition 2.2. Soit b : E x E — K une forme bilinéaire sur E. On dit que b est :

» Symétrique si pour tout x,y € E,b(x,v) = b(y, x).

21
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» Antisymétrique si pour tout x,y € E, b(x,y) = —b(y, x).
» Alternée si pour tout x € E, b(x, x) = 0.

Proposition 2.1. Toute forme bilinéaire alternée sur E est antisymétrique.

La réciproque est vraie si car(K) # 2. (car(K) = Caractéristique de K)

Notation 2.1. On note par L,(E) I'’ensemble des formes bilinéaires sur E et
par S(E) I'ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E et par A,(E)

I’ensemble des formes bilinéaires antisymétriques sur E.

Proposition 2.2. L'ensemble L,(E) muni de la lois interne (+) telle que :(b; +
by)(x,v) = b1(x,v)+by(x, p), et de la multiplication par un scalaire (.) (lois externe)
telle que : (A.b)(x,y) = A.b(x,v), A € K est un K-espace vectoriel.

L'ensemble S,(E) et A,(E) sont des sous-espaces vectoriels de L,(E).

Proposition 2.3. S,(E) et A,(E) sont deux supplémentaires de L,(E). c-a-d.
Ly(E) = So(E) @ Ay (E).

2.1.2 Matrice associée a une forme bilinéaire

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie # muni d’une base B =
(e1,...,e,) et b une forme bilinéaire sur E. Pour tout x,y € E,ona:x =) 1 x;e;, y =
n
2 j-1Yj¢j-
Posons X,Y les matrices colonnes des coordonnées de x et y, donc X =

X1 %1

,Y=| : |,douona:

Xn Yn

n n
blxy) = b() xe,) yie))
i=1 j=1
n n
= inb(ei,

i=1 j=1

yiej) (linéarité par rapport a x)

n

n
= in Zyjb(ei,ej) (linéarité par rapport a y)
=1

i=1

Si on suppose b(e;, ej) = a;;, on obtient b(x,y) = ZZj:l a;;x;y;. La matrice M =

[aif]1<' . est appelée la matrice associée a la forme bilinéaire b.
<i,j<n
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L'expression précédente s’écrit sous la forme matricielle suivante

n n
b(x,v) = x; Zaljyj+...+anan]~yj
ij=1 ij=1
app 0 A Y1
= [ xl xn ] ,
Ayl = Aun Un

d’ou, b(x,y) ="' XMY.

Si b est symétrique alors b(e;,e;) = b(ej, e;). c.a.d a;; = aj;, donc M est une
matrice symétrique.

Dans l'autre sens si M est une matrice symétrique dans M,,(K) alors I’application
b définie par b(x,y) =t XMY, telles que X,Y sont des matrices colonnes des
coordonnées de x et y respectivement dans la base B est une forme bilinéaire

symétrique.

2.1.3 Changement de base

Soient By, B, deux bases de E et P la matrice de passage de By a B,, si Xj et
Y; sont les vecteurs colonnes des coordonnées de x et y respectivement dans By
et X,,Y, sont dans B, on a: X; = PX,, Y] = PY,.

Théoréme 2.1. Soit b une forme bilinéaire sur E alors Mg, (b) =" P.Mp_ (b).P.

Remarque 2.1. Soit Mp(b) la matrice associée a b dans la base B telle que
Mp(b) = (aij)1<i j<n-

1. Si b est symétrique alors a;; = b(e;, ej) = b(ej,¢;) = aj;, donc Mp(b) est
symétrique c.a.d "Mp(b) = Mp(b).

2. Si b est antisymétrique, alors : 'Mg(b) = —Mp(b).

3. Toute forme bilinéaire (si car(K) # 2) sur E se décompose en la somme

d’une forme bilinéaire symétrique et une forme bilinéaire antisymétrique.

bloy)+bly:x)  boy)=bEX) by,

2 2 — Y
€S,(E) €A, (E)

b(x,y)

Remarque 2.2. Soit b une forme bilinéaire sur un K- espace vectoriel E de
dimension finie # muni d’une base B et M = matg(b). On a
M+'M M-'M

M = + :M1+M2,
2 2
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il est facile de vérifier que M, est une matrice symétrique et M, est une matrice
antisymeétrique. Ainsi M; est la matrice de la partie symétrique by de b et M,

est la matrice de la partie antisymétrique b, de b.

2.1.4 Noyau et rang d’une forme bilinéaire

Définition 2.3. Soit b : ExE +— K une forme bilinéaire symétrique ou alternée.

On appelle le noyau de b I’ensemble

ker(b) = {xe€E,VyeE:b(x,y)=0]}
= {xe€eE, VyeE: b(y,x)=0}

Définition 2.4. Le rang d’une forme bilinéaire symétrique ou alternée noté

rg (D) est le rang de sa matrice associée dans une base quelconque.

Proposition 2.4. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, b une
forme bilinéaire symétrique ou alternée et B une base de E. Soit A = Mp(b) la

matrice associée a la forme bilinéaire b dans la base B. Alors
dimker(b) = n-rg(b)=n-rg(A).

Définition 2.5. Une forme bilinéaire b sur E est dite non dégénérée (ou réguliere)
si kerb ={0}.
Elle est dite dégénérée si ker(b) = {0}.

2.1.5 L’équivalence entre formes bilinéaires

Proposition 2.5. Soient E,F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et
soient u : E — F un isomorphisme, b une forme bilinéaire sur F. L'application
p : ExXErK
(x,y) +— b(u(x),u(y))

est une forme bilinéaire sur E.

Définition 2.6. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, b une forme
bilinéaire sur E .
Soit F un espace vectoriel de dimension finie, p une forme bilinéaire sur F.
On dit que b et p sont équivalentes s’il existe u : E — F un isomorphisme tel

que

b(x,) = p(u(x), u(y)).



CHAPITRE 2. FORMES BILINEAIRES SUR UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE25

2.1.6 Orthogonalite

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et b une forme bilinéaire

sur E .

Définition 2.7. Soient x,y € E, on dit que x est b-orthogonal a y (ou orthogonal

par rapport a b) si b(x,y) = 0. On note x L, y si pas d’ambiguité x 1 .

Remarque 2.3. 1. Si b est symétrique ou alternée la relation 1, est symétrique
(x Ly=>p Lx).

2. Six est b-orthogonal a vy, ..., v, alors x est b-orthogonal a toute combinaison
linéaire des ;.

3. Les éléments de ker (b) sont b-orthogonaux a tout élément de E.

Deéfinition 2.8. (Base orthogonale)

Une base B = (ey,...,e,) de E est dite b-orthogonale si et seulement si pour
tout i,j € [1,n];i # j,b(e;,ej) = 0. c-a-d. les vecteurs de B sont deux a deux b-
orthogonaux.

Elle est dite b-orthonormeée si et seulement si b(e;, ;) = 0;; = { b S? l,: ].

0, sii1#]
Définition 2.9. (Orthogonal d’un sous-espace vectoriel) Soit b une forme bilinéaire
symétrique ou alternée sur E et F C E un sous-espace vectoriel de E. Lorthogonal

de F est 'ensemble
F-={x€E, Yy e F,b(x,y) = 0}.

Remarque 2.4. (1) Dans la pratique, pour calculer F+ on donne successivement
comme valeurs a y les éléments d’une base de F, ce qui aboutit a un systéme
d’équations a résoudre.

(2) Si b est une forme bilinéaire ni symétrique ni antisymétrique, on définit

l'orthogonal de F par rapport a b a gauche et a droite comme suit

1
Fg

1
Fd

{xeE, VyeF,b(x,y)=0},
{xeE, Yy e F,b(y,x)=0}.

(3) Si b une forme bilinéaire symétrique ou alternée sur E, alors ker (b) = E*L.

Définition 2.10. Soient A,B C E, on dit que A et B sont b-orthogonaux et on

note A 1 B si et seulement si

VxeAVyeB, b(x,y)=0.
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Proposition 2.6. Soient E un K-espace vectoriel, b une forme bilinéaire symétrique
sur E,A et B deux parties non vides de E. On note par vect(A) le sous-espace
vectoriel de E engendré par A. On a les propriétés suivantes

1.Si Ac Balors Bt c AL

2. Al est un sous-espace vectoriel de E.

3. AL = (vect(A))".

4. Soient A, B deux sous-espaces vectoriels de E alors

(A+B)r =AtnBL

L
5. Soit A un sous espace vectoriel de E, A C (A1) .

Définition 2.11. On appelle vecteur isotrope tout vecteur orthogonal a lui

méme, c-a-d. x € E est un vecteur isotrope ssi b(x,x) = 0.

Définition 2.12. e Une forme bilinéaire b sur E est dite positive si pour tout
x € E,b(x,x)>0.

e Elle est dite définie si pour tout x € E, b(x,x) =0 = x = 0.

e Elle est dite définie positive si elle est positive et définie; c.a.d. pour tout
x € E\{0},b(x,x) > 0.

Proposition 2.7. Une forme bilinéaire symétrique et positive est non dégénérée

ssi
b(x,x)=0=x=0.

Corollaire 2.1. Toute forme bilinéaire symétrique définie positive est non dé

générée.
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2.2 Exercices

Exercice 2.1. Les fonctions suivantes sont-elles des formes bilinéaires? Sont-

elles symétriques ?

L¢ : RPxR*—R, ¢(xp)=x102+% oux=(x,%),y=(91,7)
Z(j) : C2XCZ—>R, ¢(x,y):ix1y2+ix2x1, OI\J.X:X1+1'X2,}):})1+1.}}2.

1
3.¢ : C([0,1],C)xC([0,1],C) — C, ou ¢(f,g) = J; f(x)g(1—-x)dx.
Exercice 2.2. 1. On considere la forme bilinéaire suivante
P:RIXxR?— R, ¢(x,1) = X195 + 2%291 + X203 + 5x37,.

Calculer la matrice de ¢ dans la base canonique de R>, donner son rang et
calculer son noyau.

2. On considere la forme bilinéaire symétrique suivante

1
¢ Ry [X]|xR[X]—R, ¢(P,Q)= j P(x)Q(—x)dx.
-1
Déterminer l'orthogonal pour ¢ du sous-espace vectoriel W de R, [X] défini

par W = Vect(X), et en donner une base et la dimension.

Exercice 2.3. Dans E = R,[X], I'espace vectoriel réel des polyndmes de degré

inférieur ou égal a 2, on considere I'application b : E x E — R définie par :

1
b(P,Q) = | P()Q'(t)dt.
J

1. Justifier que b est une forme bilinéaire sur E.

2. Déterminer la matrice M représentant b dans la base canonique B, = (1, X, X?)
de E.

3. Quel est le rang de b?

4. b est-elle symétrique ? antisymétrique ? Déterminer la partie symétrique M,

et la partie antisymétrique M, de M = mat(b, By).

5. A-t-on b(P,P) > 0 pour tout polynome P? a quelle condition sur P a-t-on

b(P,P)=0?

Exercice 2.4. On considére les applications : by : C! ([0,1]) x C!([0,1]) — R et

by : R3[X] x R3[X] — R définies par :
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bi(f.8) = F(0)g(0) + [ F/(Ng(1)dt,  by(P,Q) = P(0)Q(L).

1) Vérifier qu’il s’agit de deux formes bilinéaires. Sont-elles symétriques ?
2) Ecrire la matrice de b, relativement a la base canonique (1,X,X?, X?) de

R3[X] et préciser si b, est dégénérée.

Exercice 2.5. Soit E = R?> munit de la base canonique B = (e, e;,e3) et b une

forme bilinéaire définie par :
b(x,v) = x191 + 2x292 + 13x393 — X192 — X291 + 3x1 93 + 3x391 — 5x293 — 5x37).

a) Ecrire la matrice M de b dans la base B et déterminer le noyau et le rang de
b.

b) Soient u € L(E) un endomorphisme de E et ¢ : EXE — R une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée, telle que : b(x,v) = g(u(x),v),Vx,y € E.

- Déterminer la matrice A de u dans la base B en fonction des matrices M et S
de b et g respectivement.

- Montrer que les vecteurs propres de u associés a des valeurs propres distinctes

sont g—orthogonaux et b—orthogonaux a la fois.

Exercice 2.6. Soit E = R? et B = (e, ¢;) sa base canonique.
1) Soit la forme bilinéaire by définie sur E par : by(x,y) = X191 — X,¥5.
a) Vérifier que by est symétrique. b; est-elle positive? Calculer Ker(b;), que
peut-on déduire ? Déduire rang(b;).
b) Calculer I’ensemble des vecteurs isotropes.
2) Soit la forme bilinéaire b, définie sur E par : by(x,v) = X191 + X295
a) Vérifier que b, est symétrique et définie positive. Que peut-on déduire?
)

b) Déduire ’ensemble des vecteurs isotropes.

Exercice 2.7. Soit M,,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

1. Montrez que I'application ¢ définie sur M,,(R)xM,,(R) par : (A, B) = trace(A’B)
est une forme bilinéaire symétrique.

2. On note S, (R) ¢ M,(R) le sous espace des matrices symétriques. Montrez
que la restriction de ¢ a S,,(R) x S,,(R) est définie positive.

3. Quel est l'orthogonal de S,,(R) pour ¢ ? Déduire la signature de ¢.

11
4. On prend : n = 2. Calculer la distance de la matrice (0 1) a S>(R).

Exercice 2.8. (Supplémentaire)

1. Parmi les expressions ci-dessous, déterminer celles qui définissent une
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forme bilinéaire sur 'espace E indiqué.

(1) by(u,v) =2u vy —4uyvy + 3uyv,, E=R?

(2) by(u,v)=uqvy+8urvy—3u,, E =R*

(3)  bs(1,v) = 2uyvy + 3u vy + 6150y + 3upv; E =R?
(4)  by(1,v) = uyvy + upvy + u3v3, E=R3

(5)  bs(u,v)=u uy—8vyu,, E=R?

(6) bg(u,v)=0, E=R?

(7) by(u,v)=3, E=R?

2. Bcrire la matrice de chacune des formes bilinéaires.

3. Quelles formes bilinéaires sont symétriques ?

4. Calculer by (u,v) pour u =(2,3) et v =(4,—1) de deux fagons :
(a) en utilisant ’expression de by

(b) avec des produits matriciels.

Exercice 2.9. (Supplémentaire)
Soit (a,b,c,d) € R* et

f(a,b,c,d) . Rz X Rz — Rz
((u,v),(x,v)) = aux+bvy + cuy + dvx.

Montrer que :
L. f(a,b,c.4) €st une forme bilinéaire sur R2.
2. f(ab,c,d) €st symétrique si et seulement si d = c.
3.
g:R?xR? - R?
(1, v),(x,9)) = —2ux+3vy + uy + vx.
est une forme bilinéaire symétrique sur R2,
4.
h:R?xR? - R?
((u,v),(x,9)) = 2ux +vy —uy + 2vx.
est une forme bilinéaire sur R? non symétrique.

Exercice 2.10. (Supplémentaire)
Soit I’application @ : R)[X]x Ry[X] — R, ¢(P,Q)=P(1)Q(-1)+ P(-1)Q(1).
1. Montrer que @ est une forme bilinéaire symétrique en donnant sa matrice
dans la base canonique de R,[X].
2. On consideére la famille B’ = (1 - X2, X,XZ).
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a) Montrer que B’ est une base de R,[X] et déterminer la matrice de ¢ dans
cette base.

b) En déduire 'expression de ¢ dans cette base.

c) Déterminer I’ensemble des vecteurs isotropes pour ¢.

3. Soit F = {P € Ry[X]: P(0) = 0.

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R,[X] et déterminer une
base de F.

b) Déterminer l'orthogonal de F relativement a ¢.

Exercice 2.11. (Supplémentaire)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension quelconque.

1. Soit @ et ¢ deux élément de E” telles que Ker () C Ker (1).

Montrer qu’il existe A € K tel que ¢ = Ag.

2. Soit f € L,(E) (une forme bilinéaire sur E), montrer que f est nulle ou f
est surjective.

3. Soit f,g € L,(E) telle que Y(x,v) € E?, f(x,9) =0 & g(x,y) = 0.

Montrer qu’il existe A € K* tel que g = Af.

4. En déduire que si f € L,(E) telle que V(x,v) € E2, f(x,)=0< f(y,x) =0,
alors f est

symétrique ou antisymétrique.
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2.3 Corrigé d’exercices

Solution. 1. Forme bilinéaire non symétrique.
2. p(ax,y) = aix v, + a?ix,x; # aP(x,y), donc ¢ n'est pas une forme bilinéaire.

3. Forme bilinéaire non symétrique.

Solution. 1. La matrice de ¢ dans la base canonique de R est :

Il
S N O
a o =
S = O

Puisque la troisieme colonne est égale a deux fois la premiére, le rang de M est
inférieur ou égal a deux. Et puisque les deux premiers vecteurs sont linéairement
indépendants, on en déduit que le rang de M est égal a deux. Ou par la méthode

de Gauss, on peut écrire :

010 2 0 1 2 01
M=|201|Li«>L,] 01 0]|Ly=5L,| 0 1 0]|=T
_ _

050 050 000

M ~ T, ou T matrice triangulaire supérieure, d’'ou : rang(M) = rang(T) = 2.
X1

Calculons le noyau de M : le vecteur X =| x, | appartient au noyau si et
X3

seulement si M X = 0, soit

x,=0
2 X2:O
2x1+x3=0 < , x€R,
X

=-2x
5x, =0 > !
1
ce qui aboutita X =x;| 0 | Ainsi Ker(M) = Ker(¢) est de dimension un (ce
-2

que l'on savait déja d’apres le théoreme du rang) et c’est la droite vectorielle
engendrée par x = (1,0,-2).
2. On a par définition

Whe =P eR,[X]; ¢(P,w)=0, YweW).

Puisque W = Vect(X), on en déduit que P(X) = a+ bX + cX? appartient 3 W¢
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si et seulement si

1
j (a+bX +cX?)(—x)dx =0,
-1

soit, en utilisant le fait que les intégrales de monomes de degré impair sont
nulles : b = 0.

Ainsi P = a+cX? et on conclut que W*¢ = Vect(1,X?) est de dimension deux.

Solution. 1. Soient P,Q,R€R,[X]et A€ R.On a

1 1
b(P+ AQ,R) (P+AQ)(t J t)+ AQ(t)].R'(t)dt
0

o

1
= dt+/\fQ =b(P,R)+ Ab(Q,R)
0

o

et

1

1
b(P,Q+ AR) PP(t). (Q+ AR) (t)dt = jP(t) [Q'(t)+ AR’(t)]dt
0

o

1
~

1
= P(t).Q'(t)dt + AfP(t).R’(t)dt =b(P,Q)+ Ab(P,R)
0

J
0

L'application b est donc bien une forme bilinéaire sur E.
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2. On calcule successivement

b(1,1) = 0
r1
b(1,X) = dX =1
JO
r1
b(1,X%) = 2XdX =1
JO
1
b(X,1) = X.0dX =0
JO
f“l 1
b(X,X) = XdX = -
JO 2
f‘l 2
b(X,X?) = 2X%dX ==
JO 3
r1
b(X%1) = X2.0dX =0
JO
1 1
b(X%X) = X%dX ==
JO 3
r1 1
b(X%,X?) = 2X3%dX = =
JO 2
01 1
donc, M =] 0 % %
1 1
0 3 3

3. On voit facilement que rg(b) =rg(M) = 2.
4. La forme bilinéaire b n’est ni symétrique, ni antisymétrique puisque sa

matrice représentative n’est ni symétrique, ni antisymétrique. La matrice représentative

011
de la partie symétrique b; est M; = M =3l 1 1 1 | celle de la partie
1 11
11
t 0 3 3
antisymétrique b, est M, = M_zM =] -1 o0 %
1L _1 9
2 76
5.0na
: 1
1 1
b(P,P) = | P(t).P'(t)dt = [—Pz(t)] - 2[P*(1)- P2(0)]
2 0o 2
0
et donc

b(P,P) <0< |P(0)| >|P(1)],
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ce qui est le cas pour, par exemple, P(t) = 1 —t. Donc on n’a pas b(P, P) > 0 pour
tout polynome P € R;[X].

Par ailleurs, on a b(P,P) = 0 & P(0) = £P(1), ce qui est le cas pour, par
exemple : P(t) = t(1 —t). D’ou la condition sur P pour que b(P,P) =0 est P(0) =
P(1).

Solution. 2.4 Laisser au lecteur.
Solution. [2.5]a) La matrice de b dans la base B est :

1 -1 3
M=|-1 2 -5 (2.1)
3 -5 13

Le noyau de b : Si X € Ker(b) alors, on a: MX =0, ce qui donne :

X1 —X2+3X3 =0
X1 =—X3
—X1+2X2—5X3:0 — R X3€R,
X2:2X3
3X1 —5X2+ 13X3 =0

d’ou Ker(b) = {x = (—x3,2x3,%3), x3 e R} =((-1,2,1)).
Le rang de b est donc : rg(b) = dim(R3) — dim(Ker(b) = 2.

b)- On a: b(x,p) = g(u(x),y),Vx,p € E. Si A est la matrice de u, alors u(x) =
AX. D’ou b(x,y) = X'MY et g(u(x),y) = (AX)'SY = X'(A'S)Y, donc on déduit
que M = A'S & A = (S7HIM!.

- Soit x et y deux vecteurs propres de u associés a deux valeurs propres

distinctes A et p resp. d’ou u(x) = Ax, u(y) = py, alors :

b(x,9) = g(u(x),y) = g(Ax,p) = Ag(x,), (2.2)
et

b(y, x) = g(u(y), x) = g(uy, x) = ug(y,x) = ug(x,y), (2.3)
de et (2.3), on déduit que

Ag(x,9) = pg(x,9) = (A - p)g(x,9) = 0= g(x,9) = 0, car A = p.

D’ou b(x,y) = 0, on déduit que x et y sont g—orthogonaux et b—orthogonaux.
Solution. [2.6]

1) a) > La symétrie : Pour tout x,v € R?, by(,%) = 91X — VoXp = X1J] — XoV) =
bi(x,v). D’ou by est symétrique.
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> by est-elle positive ? Pour tout x € R? on a : by(x,x) = x% - x%. Pour x = e, =

(0,1), bi(ep,e2) = —1 < 0 donc by nest pas positive.
> Kerb, = {x eR% Yy eR?: by (x,y) = O}

bi(x,e1)=0 - x1)=0
b](x,ez) =0

D’ou Kerb; = {Og2}. On déduit que b, est non dégénérée. Par conséquent le rang
de by est rg(by) = 2.

b) L'ensemble des vecteurs isotropes :

bi(x,x)=0 x%—x% =0 © x, = +x1. Donc I'ensemble des vecteurs isotropes
de R? par rapport a by est la réunion des vecteurs de deux droites vectorielles
(A1) :xp =x1 et (A7) :xp = —X1.

2. Par la méme méthode que la question 1.

Solution. 1. Montons que @ est une forme bilinéaire symétrique : VA, B, C €
M,(R),Ya e R,

©(A,B) = Tr(ATB) = Tr(ATB)T = Tr(BTA) = ¢(B, A),

d’ou @ est symétrique. D’autre part :

¢(A+aC,B) Tr((A+aC)"B)=Tr(ATB+aCTB)=Tr(ATB)+aTr(CTB)

¢(A,B)+ap(C,B),

puisque @ est symétrique, alors : (A, B+aC) = ¢(B+aC,A) = (A, B)+ap(A,C).
D’ou @ est bilinéaire, donc ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
2. En prenant la restriction de ¢ a S,,(R) x S,,(R), on obtient :

VS €S,(R),p(S,S)=Tr(STS)=Tr(SS) = Z[Zsijsji] =) s3>0,

i=1 \ j=1 ij=1
de plus

n
9(S5,S)=0= Zsfj =0s;;=0VYi,je[l,n] < S=0,
i,j=1
d’ou @ est définie positive. On déduit que ¢ est un produit scalaire appelé
produit scalaire usuel de M,,(R) (Chapitre 3).
3.S0it S € S,,(R) et A € A, (R). Alors ¢(S,A) = Tr(STA). Par ailleurs, ¢(A,S) =
Tr(ATS) = Tr(-AS) = —Tr(AS). Par symétrie du produit scalaire, ¢(A,S) =



CHAPITRE 2. FORMES BILINEAIRES SUR UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE36

~@(A,S)=0:less.e.vS,(R)et A, (R)sont donc bien orthogonaux. Dong, S, (R)* =

A, (R).

Un argument de dimension permet de conclure : en effet, dim S, (R) = n(n;l),
dimA,(R) = @ et dimM,, (R) = n?, or n® = @ + @ On en déduit que
la signature de b est (@, @)

4. On considere maintenant le cas n = 2. Rappel : d (M, S,(R)) = HM —PSZ(R)(M)H-
D’apres ce qui précede, M - pg,r)(M) = pa,r)(M) =M -MT,

Alors

d (M, S,(R)) ||M - MT||

J@M—MtM—MU

_ JWUM—MUUM—MU)

= \J2Tr(MTM) - Tr(MM) - Tr(MTMT)
= V6-2-2=12.

(Etape de vérification? Si M est symétrique, la distance est bien nulle. C’est bon

signe!).



Chapitre 3

Espaces euclidiens

3.1 Reésumeée de cours

Soit E un K-espace vectoriel.

3.1.1 Produit scalaire

Définition 3.1. On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique
définie positive. Il est noté par (.,.) ou (.|.). c-a-d.

1) {.,.) forme bilinéaire symétrique.

2)Vx € E,(x,x) > 0 avec égalité seulement pour x = 0. (Vx € E\ {0},(x,x) > 0).

Exemple 3.1. (1) Soit E = R", la forme linéaire (.,.) sur E définie par : (x,y) =
Zi’f x;9; =" X.Y est un produit scalaire appelé produit scalaire canonique (ou
usuel) de R".

(2) Soit E = C([a,b],R) l'espace des fonctions réelles continues sur [a,b],
la forme linéaire (.,.) sur E définie par : (f,g) = j:f(t)g(t)dt est un produit
scalaire.

(3) E = M,, (K) I’espace des matrices carrées, (A, B) = Tr (*AB) est un produit

scalaire.

3.1.2 Espace euclidien

Définition 3.2. Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension
finie muni d’un produit scalaire.
En général tout espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire est appelé

espace pré-hilbertien.

37
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Définition 3.3. (La norme) Soit E un espace pré-hilbertien, l’application :

Il.l|: E—>R

X = [|x]] = V{x, x),

est appelée norme associée au produit scalaire. Si E est un espace euclidien, ||.||
est appelée norme euclidienne.

De plus l'application

d:ExE >R
(x,9) = [l =

est appelée distance euclidienne.

Proposition 3.1. (Propriétés de la norme)
(1) Pour tout x € E, ||x|| > 0 et ||x|| > 0 si x = 0.
(2) Pour tout x € E et tout A € K, ||Ax|| = |A|||x]]-
(3)SixeE\ {O},’ ”%”H =1, ||§_|| est appelé vecteur unitaire de E.
(4) ( Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Pour tout x,y € E, [{x, p)| <||x]ll|y]|, avec égalité si x,y sont liés.
(5) (Inégalité de Cauchy-Schwarz dans R")

n n i=n 2 n n
< J lezd Zyzz ou [inyi] < lez ny
i=1 i=1

i=n

inyi

i=1

(6) (Inégalitée de Minkovski ou inégalité triangulaire)

x+y|| <||x|| + ||y |, avec égalité six=0ouy=Ax,AeR,.
(7) Pour tout x,y € E, | x+y||2 = ||x||> + 2(x,9)+ ||y||2
(8) (Théoreme de Pythagore)

. . 2 2
Les vecteurs x,y € E sont orthogonaux si et seulement si ||x+y|| = ||x||” +

o1

Pour tout x,y € E,

3.1.3 Orthogonalité

Deéfinition 3.4. (Base orthogonale)
Soit E un espace euclidien muni d’une base B = (uy,..., u,). La base B est dite
orthogonale si les vecteurs uy, ..., u, sont deux a deux orthogonaux. i.e. (u;, u;) =

0,1 # j. Elle est dite orthonormée si

1,sii=j

(uj,uj) =0 = {

0,siizj
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Proposition 3.2. Toute famille orthogonale B = {ul,..., up}p<n de E est libre.

Théoréme 3.1. (Existence d’une base orthonormée)

Tout espace euclidien admet des bases orthonormées pour son produit scalaire.

Théoreme 3.2. (Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt)
Soit E un espace euclidien. On peut construire a partir d’'une base B = (vy,...,v,)
de E une base orthogonale B’ = (uy,...,u,). La normalisation étant ensuite évidente

en prenant w; = ” T 1 <i < mn, on obtient une base orthonormée {wy,...,w,}.

Démonstration. (Algorithme de Gram-Schmidt) On prend

1/[1:7/1
(vp,uy)
Uy =TVHy — ——5~
272 <||ul||2> -
_ v3,U1 V3,Up
Uy = V3 — — u
ST P T ual? P
_ (v Mk)
= Vn = Z el Mk

Donc pour tout i € [2,n], u; = v;— Z <v””k> ~ . On peut vérifier facilement que

pour tout i = j, (u;,u;) = 0, d’'ou on obt1ent une base orthogonale B” = (uy, ..., u,,)

pour E. Il est évident que (I ) est une base orthonormée pour E. [

Jug]l” ”un”

Proposition 3.3. Soit E un espace euclidien et F un sous-espace de E, on a
(1)FL—{er Yy e F:(x,y)=0}
(2) (F)*
1
(3) E = P@Pl(ouE:FGBFL)
(4) F+ est 'unique supplémentaire de F orthogonale a F.

3.1.4 Matrices orthogonales

Définition 3.5. On appelle matrice orthogonale toute matrice carrée réelle P
d’ordre n telle que 'PP = I,,. C-a-d. c’est une matrice inversible et son inverse

égale a sa transposée.

Corollaire 3.1. Les vecteurs colonnes d’une matrice orthogonale forment une

base orthonormée pour le produit scalaire usuel de R".

Théoreme 3.3. Soit E un espace euclidien muni d’une base orthonormée B. Une
nouvelle base B’ de E est orthonormée pour ce produit scalaire ssi la matrice de

passage de B da B’ est orthogonale.
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Exemple 3.2. La matrice

| 4 7 -4
A=—

9 1 4 8

8§ -4 1

est orthogonale. En effet YAA = I3, et on pourra aussi vérifier que ces vecteurs

colonnes forment une base orthonormée pour R°.

Proposition 3.4. Les seuls valeurs propres possibles dans R d’une matrice orthogonale
AeM,(R)sont -1 et 1.

3.1.5 Diagonalisation des matrices symétriques réelles

Si A= (az-]-) est une matrice carrée d’ordre n, on définit la transposée de
n

A en posant : 'A = (a]-i)n. On peut voir les matrices symétriques comme les
matrices invariantes par transposition; on dit que A est symétrique si ‘A = A.

La diagonalisation des matrices symétriques repose sur 'interprétation de
la transposition en termes d’endomorphismes. La question est : que peut-on
dire d’'un endomorphisme dont la matrice est symétrique ? Ou encore : si f est
un endomorphisme de matrice M, que peut-on dire de I'endomorphisme défini
par M ? C’est ici qu’intervient le produit scalaire.
Adjoint d’un endomorphisme dans un espace euclidien

Soient E un espace euclidien, B = (ey, ..., e,) une base orthonormée, f € L(E)

et x,y € E. On pose X = matg(x),Y = matg(y) et A =matg(f). On a
(f(x),) =" (AX)Y =" X ('AY ) = (x, [ (),

ou f~ est 'endomorphisme de E défini par
f*(y) =" AY, d’'ot matg (f*) =" A.

Ainsi, le transposer de A revient a définir I'endomorphisme qui permet de «

commuter f » dans (f(x),y). Commuter signifie ici que pour tous x,y € Eon a

(f(x),9)=<x (@)

On notera que
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1. Il n’y a qu’un seul endomorphisme f* permettant de commuter f dans

(f(x),),

2. La matrice de f* dans une base orthonormée s’obtient en transposant
celle de f.

Définition 3.6. Soient E un espace euclidien et f € L(E).
L’adjoint de f est 'endomorphisme f* de E tel que

(f(x),v)=(xf"(v))

pour tout x,y € E.
Les propriétés de la transposition des matrices se traduisent en termes d’endomorphismes :

Proposition 3.5. Soient E un espace euclidien, A e Ret f,g € L(E).
1' f>{->(- :f
2.1d*=1d
3.(f+g) ' =f"+¢"
4 (Af) = Af
5.(fog) =g"of"
6. rang (f*) = rang f)
7. detmatg (f*) = detmatg (f).

On notera que l'application linéaire

M,(R) — M, (R)
A~ A
se traduit par l'application linéaire
L(E) — L(E)
fo=f
On peut utiliser cette application pour caractériser les endomorphismes orthogonaux.

Proposition 3.6. Soient E un espace euclidien et f € L(E). Alors f est orthogonal
si et seulement si f~1 = f* (ou f*o f = Idg).
L’endomorphisme orthogonal conserve le produit scalaire, c-a-d, si pour

tous x,y de E, on a: (f(x), f(v)) = (x,p), il est appelé aussi une isométrie.

Définition 3.7. Soit E un espace euclidien. Un endomorphisme f de E est dit

normal (relativement au produit scalaire de E), s’il commute avec son adjoint.
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I1 s’agit donc d’'un endomorphisme f vérifiant I’égalité f*o f = f o f*. On
peut aussi dire que f est normal si et seulement si sa matrice dans une base

orthonormée quelconque commute avec sa transposée.

Théoreme 3.4. Soient E un espace euclidien, f € L(E) et F un sous-espace de E. Si

F est stable par f, alors FL est stable par f*.

Lemme 3.1. Soit f un endomorphisme quelconque d’un espace euclidien E, et
soit F un sous-espace de E. Si F est stable par f et par f*, il en est de méme de
Ft.

Lemme 3.2. Si I'’endomorphisme f de l'espace euclidien E est normal, f et f*
ont les mémes valeurs propres, et pour chaque valeur propre, ils ont le méme

sous-espace propre.

Endomorphisme auto-adjoint

Soient E un espace euclidien et f € L(E).

Définition 3.8. On dit que f est un endomorphisme auto-adjoint ou symétrique

ssi f=f"ou(f(x)y)=(xf ()

Proposition 3.7. 1) f est auto-adjoint ssi il existe une base orthonormée de E
dans laquelle sa matrice est symétrique.

2) f est auto-adjoint ssi dans toute base orthonormée de E sa matrice est
symétrique.
Diagonalisation des matrices symétriques

Alors qu’une matrice réelle n’a pas forcement de valeurs propres réelles,

0 -1 . .

par exemple A = ( Lo ) a pour valeurs propres i et —i dans C. Nous allons

montrer qu’une matrice symétrique réelle ou de maniere équivalente, un endomorphisme
symétrique a toute ses valeurs propres réelles est diagonalisable dans une base

orthonormée.

Lemme 3.3. Les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle A sont toutes
réelles.

Du lemme précédent on déduit le résultat suivant

Corollaire 3.2. Toute matrice symétrique réelle a n valeurs propres réelles

distinctes ou confondues.
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Lemme 3.4. On suppose que n > 2.
Si A, p sont deux valeurs propres distinctes de A € S,(R), alors les sous-

espaces propres E, et E# sont orthogonaux.

Proposition 3.8. On suppose que n > 2.
Si Ay est une valeur propre de f € S(E) (oude A€ S,(R)), e; un vecteur
propre associé & A; de norme égale a 1 (||e;|| = 1), alors I’hyperplan H = (Re;)*

est stable par f et la restriction de f a H est symétrique.

Théoreme 3.5. (Spectral)

Soit A une matrice symétrique de S,,(R). Alors, on a les propriétés équivalentes
suivantes :

1. A est diagonalisable.

2. Il existe une base orthonormée de E constituée de vecteurs propres de A.

3. 1l existe une matrice orthogonale P € M,, (R), telle que P"'AP = PAP = D

soit diagonale.
En termes d’endomorphismes on a le théoreme spectral suivant :

Théoreme 3.6. Soit f € S(E) un endomorphisme symétrique. Alors, on a les propriétés
équivalentes suivantes :
1. f est diagonalisable.

2. Il existe une base orthonormée de E constituée de vecteurs propres de f.
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3.2 Exercices

Exercice 3.1. Montrer que :

1. VM € M,(R), tr(M)| < \/ntr(M'M).

2. Montrer que : pour tous x,y € E (E espace euclidien).
) lbe+ 112 = [l + 20x, ) + Iyl

b) llx - 9112 = [I+l1? - 2, v) + [lp 12

&) (x+3,x—) =[xl - Iyl

3) ||IPX|| = | X]|, ou P matrice orthogonale.

4) Pour tout endomorphisme f € L(E), ou E espace euclidien et tous sous-
espaces F,Gde E:

a) Ker(f*) = (Im(f))*

b) Im(f*) = (Ker(f))*

¢) rang(f*) = rang(f).

d) Fc G= Gt CF~

5) En utilisant les concepts des espaces Euclidiens, montrer :

2 2
n“(n+1
¥ <n(l+4+..+n

4
Exercice 3.2. Soit E 'espace vectoriel des suites réelles bornées. On définit une
o) UpVn

application : (ulv): ExE — R, (ulv) =), ") 5.

1. Montrer que (#|v) définit un produit scalaire sur E.
2. Soit F le s.e.v des suites nulles a partir d’un certain rang. Montrer que :

F+ ={0}. Commenter.

Exercice 3.3. Soit la matrice suivante :

Montrer que A est diagonalisable et trouver une base orthonormée formée
de vecteurs propres dans laquelle il existe une matrice orthogonale P et une

matrice diagonale D telle que : "PAP = D.

Exercice 3.4. Soit E =R, [X]. On pose :

1
¥(P,Q) € E%,(P, Q) = L(l ~x)P(x)Q(x)dx.

1. Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur E.
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2. On pose :
VPeE,¢(P)=((x*-1)P)".

Montrer que ¢ est un endomorphisme symétrique de (E,(.,.)).

Exercice 3.5. Soit

i sl Rl
§|u1 = =
S §|u1 NI

1. Prouver que la suite de matrices (M") converge.
2.S0it N = lim M". Caractériser gé¢ométriquement I'endomorphisme associé
AN. o
U
3. Soit (X,,) la suite de vecteurs de R3 définie par Xy =| v, |et X,,1 = MX,,.
Wo
Prouver que la suite (X,,) converge et déterminer sa limite en fonction de ug, v

et wy.

Exercice 3.6. Soit E = R[X]. On pose :
+0o0 2
WP.QIEE, (,Q)= [ Pt d

On suppose que : YRe E, I_J:o R(t)e%dt converge.

1. Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur E.

2.0n pose: VP eE, p(P)=XP' —-P".

a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

b) Montrer que : V(P, Q) € E2, (P, ¢(Q)) = (P’,Q’) (on pourra d’abord dériver
t—> Q'e#).

On déduire que ¢ est un endomorphisme symétrique.

Exercice 3.7. Soit n € [3,+o0[. E un espace vectoriel euclidien de dimension n

et (u,v) une famille libre de E. a et § sont deux réels non nuls. On pose :
Vx eE, f(x)=alv,x)u+ p{u,x)v.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E. Déterminer Ker(f) et Im(f).
2. Montrer que F = Vect(u,v) est stable par f.

3. Soit g I'endomorphisme de F qui a tout élément x de F associe f(x).
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> Montrer que les valeurs propres non nulles de f sont les valeurs propres
de g.

> Qu’en déduire sur le nombre de valeurs propres de f ?

4. a) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un endomorphisme
symétrique de E.

b) On suppose que : @ = f. Ecrire la matrice de g dans la base B = (u,v) de

F. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

Exercice 3.8. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n non nulle.

fi, f2, s fp sont p endomorphismes symétriques de E tels que :

p

p
Y re(fi)=m VxeE Y (flx)x) = Il p>2
k=1 k=1

1. a) Montrer que si g est un endomorphisme symétrique de E tels que :
Vx € E, (g(x),x) =0 alors g est 'endomorphisme nul (on pourra utiliser x + p).
b) Montrer que : Zizl fx =idg.
2.a) Montrer que E est somme directe des sous-espaces vectoriels Imfy, Imf,, ..., Imf,.

b) Montrer que :

VxeE,Vie[l,p], filx) =) fi(fi(x)).

[\/]'u

k=1

c) Montrer que fy, f,, ..., f, sont des projecteurs orthogonaux. (i.e. Vi € [1,p], fio
fi= 1)

Exercice 3.9. (Supplémentaire)
Soit B = (ey, €y, ..., €,) la base canonique de E = R* muni de sa structure
euclidienne canonique. f et g sont les endomorphismes de E dont les matrices

sont respectivement :

1 1 1 1 1 0O -1 0

1 1 1 1 0 1 0 -1
A= et B=

1 1 1 1 -1 0 1 0

1 1 1 1 0O -1 0 1

1. Calculer A? et B

2. Trouver une base orthonormale de E constitué de vecteurs propres de f
et de g.

3. Trouver une matrice orthogonale P de My(R) telle que les matrices ‘PAP

et 'PBP soient toutes les deux diagonales.
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Exercice 3.10. (Supplémentaire)
Soit A et B les matrices de M3(R) définies par :

. -2 4 4 . 5 2 -1
A=— - t B=-—
G 4 2 4 e G
4 4 =2 -1 2

1. a) Montrer que A et B sont diagonalisable.

b) Montrer que A% = I; et calculer B

c) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de A. Méme chose
pour B.

2. Trouver une matrice orthogonale P de M3(R) telle que les matrices ‘PAP
et 'PBP soient toutes les deux diagonales.

3. Soit F l'application définie sur M3(R) par :
VM € M;(R), F(M) = AM — MB.

a) Montrer que F est un endomorphisme de M3(R).

b) Soit U un vecteur propre de A associé a la valeur propre a et V un vecteur
propre de B associé a la valeur propre f.

Montrer que U 'V est un vecteur propre de F associé a la valeur propre
a—p.

c) F est-elle un automorphisme de M3(R)?

d) F est-elle diagonalisable ?
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3.3 Corrige d’exercices

Solution.

1) Inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit scalaire usuel et aux
matrices M et I,,, on obtient : (M, I,,) = tr(M'I) = tr(M). D’ou

(M, L) = [tr(M)| < [IM|LIII| < [tr(M)] < tr(M!M)tr(I'T) = yntr(M!M).
(3.1)

2)a) Ona: [lx-+l = (x4, x+9) = (6, x)+2(x, )+ (3, ) = [P+ 2(x,9) + Iyl

c)Ona:{x+y,x-y)=(5,x)=(x)+(u,x) (@) = x> = [IylI*.

3) IPX|| = (PX, PX) = tr((PX)' PX) = tr(X'P'PX ) = tr (X'X) = (X, X) = [|X]|%.
(P'P =1)

4) a) Pour tout x € Ker(f*),zeIm(f), dy€ E:z= f(y). D'ou

(0,2) = (%, f(9)) = (f*(x),9) = (0,) = 0, alors x € (Im(f))*, d'oi

Ker(f*)c (Im(f))*. (3.2)

Pour tout x € (Im(f))*, yeE,ona:

(f*(x),y) =(x, f(y)) =0, Yy € E, dou f*(x) € E+ = {0}, car le noyau du
produit scalaire est nul puisque il est non-dégénéré. Alors, on déduit que f*(x) =
0, donc x € Ker(f*). D’ou

(Im(f))* € Ker(f"). (3.3)

De et (3.3), on déduit que : Ker(f*) = (Im(f))*.
b) Pour tout ze Im(f*), Ay € E :z= f*(y) et tout x € Ker(f),ona:

(2,%) = (f*¥),%) = (3, f(x)) = (3, 0) = 0, doit z € (Ker(f))*. Alors,
Im(f*) € (Ker(f))*. (3.4)

D’autre part,on a:

dimIm(f™) n—dimKer(f")
= n-dim(Im(f))*
= dimlm(f)

= n-—dimKer(f)

= dim(Ker(f))"). (3.5)
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De et (3.5), on obtient : Im(f*) = (Ker(f))") .
c)Ona:

rang(f*) = dimIm(f")
= dim(Ker(f))*)
= n—dimdimKer(f)
= dimIm(f)
= rang(f).

Vxe Gt = (x,9)=0,VYyeG
= (xy)=0,VypeF
= xe€Ft
=

Gt c F+.

5) En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R”, pour X = (xy,...,x,),
Y =(,...y,),0na:

< J ix? J iyf
i=1 i=1

eton prend X =(1,1,...,1), Y =(1,2,3,...,n), on obtient

XiVi
i=1

_n(n+1) - 5
L+2+43 4. +n=—— <+vn ZZ.

=1

On prend les carrés des deux membres, on obtient le résultat désiré.

Solution.

1. Pour montrer que (#|v) définit un produit scalaire sur E il suffit de vérifier
que (#|v) définit une forme bilinéaire symétrique définie positive. (la vérification
est laissée au lecteur)

2. Soit x dans l'orthogonal de F. Alors, pour toute suite (1) nulle a partir
d’un certain rang, (x|u) = 0. En particulier, c’est vrai pour les suites (ui) dont
tous les termes sont nuls a I’exception du ieme qui vaut 1, ce qui implique que

pour tout i,

)

: X, U
(x|u’) = Z gn” =x; =0.

n=0
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La seule suite satisfaisant cela est la suite nulle (qui est bien dans l'orthogonal
de F). Ainsi F+ = {0}.

En revanche, l'orthogonal de {0} n’est pas F mais E entier.
A retenir : dans le cas général, pour F un s.e.v. de E, (F+)1 = F (On dispose bien

en revanche dans le cas général de l'inclusion F C (F+)*.)

Solution. La matrice A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable.
Le polyndéme caractéristique de A est

Py(A) =(1-24)(1+2)?,

donc les valeurs propres de A sont A; =1 v.p.s., A, = =2 v.p.d. et les vecteurs
propres associés sont : v; = (1,1,1) pour Ay et v, =(-1,1,0),v3 =(-1,0,1) pour
Ay. On remarque que (vy,v;) = (vy,v3) = 0 mais (v,,v3) =1 = 0.

En utilisant le procédé de Gram-Schmidt pour {v,, v3} on obtient deux vecteurs

orthogonaux :
U = vy
(v3, uz) 1
Uy = vz-— 5 uZ:—E(l,l,—Z),
[[u2]]

si on pose u; = v;, on obtient une base orthogonale B = {u;, u5, u3} pour R3. D’ou

une base orthonormée

{wl = %(1,1,1),1{/2 = %(—1, 1,0),14/3 = _%(1; 11_2)}

pour R3. D’ou A est diagonalisable telle que

1 0 0
'PAP=D=|0 -2 0 |,
0 0 -2

ou

X V2 -V3 -1
P=—| V2 V3 -1
\/5\/5 0 2

est une matrice orthogonale.

Solution. [3.4]

Soient P et Q deux éléments de E.
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la fonction : x — (1-x?)P(x)Q(x) est continue sur [-1,1] donc f_ll(l—x2)P(x)Q(x)dx
existe.
Ainsi (.,.) est une application de E x E dans R.

1. Montrons que (.,.) est un produit scalaire. On a :

1

1
Y(P,Q) € E2(P,Q) = L(l —x?)P(x)Q(x)dx = J (1-x2)QM)P(x)dx = (Q, P).

-1

Dong, (.,.) est symétrique.
D’autre partona: VY(P,Q,R) € E3VaeR:

1
(P+aR, Q) = J(l—xz)(P+aR)(x)Q(x)dx

1

1 1
J (1 —xz)P(x)Q(x)dx+aJ (1 —x?)R(x)Q(x)dx

1 -1

(P,Q)+a(R,Q).

Puisque {.,.) est symétrique, d’ot V(P,Q,R) € E3,Va € R, (P,Q + aR) = (P, Q) +
a(P,R).
Donc (.,.) est une forme bilinéaire symétrique.

Définie positive : On a : VP € E,(P,P) = f_ll(l — x?)P?(x)dx > 0, car (1 —
x?)P?(x) > 0,Vx € [-1,1]. D’ou {.,.) est positive. De plus

VP e€E,(P,P)=0& (1-x>)P*(x)=0,Vxe[-1,1] © P(x) = 0,Yx€[-1,1] & P = 0.

Alors, (.,.) est une forme bilinéaire symétrique Définie positive, donc elle définie
un produit scalaire sur E.
2. Pour tout polynome P de E, ((x2 - 1)P)” est de degré au plus n, donc c’est
un élément de E. D’ou ¢ est une application de E dans E.
La linéarité : VP,Q € E,Ya € R,
p(P+aQ)=((-1)(P+aQ) = (>~ 1)P) +a((x?~1)Q)" = $(P) + a(Q)
D’ou ¢ est un endomorphisme de E.
Montrons la symétrie de ¢ : ¢ est symétrique ssiVP,Qe€E, <4)( ), Q) = (P, p(Q)).
On a: (p(P),Q) = [,(1 - )p(P)x)Qx)dx = [ p(P)(x)(1 - x*)Q(x)dx. On
integre par partie :
On pose : u/(x) = ¢(P)(x), v(x) = (1 —x?)Q(x), on obtient :
u'(x) = ((x2 - 1)P)” = u(x)

)

((x? 1P) et v(x) = (1-x2)Q(x) = v'(x) = - (x> - 1)Q) .
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Puisque u(1) = u(-1) =0, alors

(Pp(P), Q)

1 1
f u'(x)v(x)dx = [u(x)v(x)], —f u(x)v’(x)dx

1

Jq(uz—npy«x?—nQde

1

De méme on trouve que (¢(Q),P) = f_ll ((x2 - 1)Q),((x2 - 1)P)’dx. D’ou

1 ) ) 1 ) )
J:l ((x2 - l)P) ((x2 - 1)Q) dx = £1 ((x2 - 1)Q) ((x2 - l)P) dx
(¢(Q),P) = (P, p(Q)).

(P(P), Q)

D’ou ¢ est un endomorphisme symétrique (ou auto-adjoint) de E.

Solution. [3.5]
1. La matrice M étant symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une
base orthonormée. Ses valeurs propres sont 1,14 et —11—2. On cherche ensuite

une base de vecteurs propres et on trouve

El :<(111r1)>r E :<(_2r111)>' E_1 :<(01_111)>

2

=
—

B’ = {%(1,1,1),%(—2,1,1),%(0,—1,1)}

est une base orthonormée pour R®. Donc il existe une matrice orthogonale P

telle que
. V2 -2 0
P:_6 V2 1 -3
V2 1 V3
et
10 0
P'MP='PMP=D=|0 1 o0
00 -5

Puisque M = PDP1 alors

1 0 0
M"=pDp"P'=P| 0 ()" o [P,
1
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ou D est la matrice diagonale précédente, on constate sans peine que M" tend

vers
1 00
N = Plo o o |P!
000
111
—1111
3
111

2. Notons (u,v,w) les 3 vecteurs colonnes de P (i.e une base de vecteurs
propres de N). Alors si f est 'endomorphisme associé a N,ona f(u) =u, f(v) =
0 et f(w) =0 (car les valeurs propres de N sont 1 et 0) f est donc la projection
sur vect(u) parallelement a vect(v, w). Mais puisque la famille (1, v, w) est une
famille orthonormée (on a diagonalisé une matrice symétrique), f est en réalité
la projection orthogonale sur vect(u) = ker(M —1,,) = E —;.

3. Par une récurrence simple, on a pour tout n € N,
X, =M"X,=(PD"P1)X,.
Passant a la limite, on trouve que (X,,) converge vers le vecteur

Ug+ 79+ wy
Y:NX():g Uy + 7o+ Wy
Uy + Vo + Wy

Solution. [3.6]

1. Pour montrer que (.,.) est un produit scalaire sur E il suffit de montrer
que c’est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
> La bilinéarité et la symétrie sont évidentes.

> Définie positive : On a

2 +00 2
VteR, YPeE, PX(t)e T > 0= (P,P)= f P2(t)e T dt > 0.

_42
Supposons (P, P) = 0, la fonction t +— P2(t)e% est continue et positive sur R
donc,

+0o0 2 2
J P%(t)e = dt = P%(t)e T =0.

(Se]
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_42
VteR, ez =0, dou Vt € R, P2(t) = 0. Ainsi Yt € R, P(t) = 0, d’ott P = 0.

Dong, (.,.) est un produit scalaire sur E.
2.a)Ona:VPeE, XP'-P” € E, donc ¢ est une application de E dans E.

VP,QeE,VAeR, ¢ (AP+Q)

Ainsi ¢ est un endomorphisme de E.
b) Soit P,Q € E. Posons : YVt € R, h(t)

YteR, h'(t)

—p(Qe™ 2.

Une intégration par partie donne

;

_LB

[P(t)h(t)]5 +

P(1)p(Q)(1)e ™ dt

On a PQ’ € R[X], donc
. (B _B2/2 —0, i

Ainsi,

(P,p(Q)) = J_ P(t)(p(Q)(t)e%dt = J

J

—P(B)h(B) + P(A)h(A) +f

2 2 B
—P(B)Q'(B)e B2 + P(A)Q'(A)e™ A7/ + J

X(AP+Q) —(AP+Q)”
X(AP'+Q')— (AP + Q")
AMXP' -P")+(XQ' -Q")
Ap(P)+¢(Q).

= Q'(t)e"""/2. h est dérivable sur R et

Q' (e~ tQ (e
(Q"(t) - tQ'(t) e "/

P(t)h'(t)dt

B
P’(t)h(t)dt
B

P’(t)h(t)dt
A

A

[P(A)Q'(A)e 2] =0

+00

P/(H)Q (e dt = (P, Q).

—00

54

P/(H)Q'(t)e 2 dt

D’ou VP,Q € E, (P,9(Q)) = (P, Q). Donc on déduit que {(Q, p(P)) = (Q’,P’).

Alors,

VYP,Q€eE, (P,p(Q))=(P,Q")y=(Q,P") ={(Q,¢(P)).
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D’ou @ est un endomorphisme symétrique.

Solution.

1.Ona:VxeR, a(v,x) e Ret {u,x) € R. Donc
Vx eR, f(x) = alv,x)u+ p{u,x)v € E. Alors, f est une application de E dans E.
.Soient A € R, (x,v) € E?,

f(Ax+y) = aw,Ax+y)u+p{u, Ax+y)v
(aAv,x)+alv,y)u+ (A u, x)+ p{u,y))v
Alav, x) + B(u, x)) + av, p)u + p{u, p)v
Af(x)+ f ().

D’ou f est linéaire. Ainsi f est un endomorphisme de E.
.Soit x e R, x e Ker(f) & f(x) =0 & av,x)u + p{u,x)v = 0. Puisque u, v sont
libres, alors a(v,x) = p{u,x) = 0.
Comme ¢, f sont non nuls: x € Ker(f) < (v,x) = (u,x) = 0. Donc x est orthogonale
auetv.
Ainsi Ker(f) = (Vect(u,v))".

VxeR, f(x)=av,x)u+ p{u,x)v = Im(f) C Vect(u,v). D’autre part on a :

dimIm(f) = dim(E)—dimKer(f)
= dim(E)—dim(Vect(u,v))*"

= dimVect(u,v) =2 < +c0.

D’ou Im(f) C Vect(u,v) et dimIm(f) = dimVect(u,v) on déduit que Im(f) =
Vect(u,v).

2.0n a F =Vect(u,v). Comme Im(f) = Vect(u,v)=F, alors VxF, f(x) e F.
F est stable par f.

3.

> e Soit A valeur propre non nulle de f, alors dx € E, x # 0 : f(x) = Ax.
D’ou
X= %f(x) :f(%x)elm(f) =F.Donc,dx e F, x#0g : g(x) = f(x) = Ax.
Alors, A est une valeur propre non nulle de g et x vecteur propre de g associé a
A

. Réciproquement :
Supposons que A est une valeur propre de g. Alors
dx e F, x #0g :g(x) = Ax. Donc dx € E, x # 0 : f(x) = Ax, ainsi A valeur
propre de f.
e Supposons que A est nulle. Alors f(x) = 0z, donc x € Ker(f) = (Vect(u,v))" =



CHAPITRE 3. ESPACES EUCLIDIENS 56

F+.D’ou x € F(F*+ ={0g}, donc x = 0 contradiction, alors A = 0.
Alors A est une valeur propre non nulle de f et x vecteur propre de f associé a
A
On déduit que les v. p. non nulles de f sont les v. p. de g.

>On a dimKer(f) = dim(E)—dimIm(f) = dim(E) —dim(F) =n—-2 > 0, car
n € [3,+o0[. Donc 0 est valeur propre de f.
g est un endomorphisme de F et dim(F) = 2, alors ¢ a au plus deux valeurs

propres.

Il résulte de ce qui précéde que f a au moins une valeur propre et au plus trois

valeurs propres.

4.2)¥(x,y) € E2.

@),y =(x f(¥) = (alw,x)u+pu,x)v,y) —(x,a{v,p)u + p{u, y)v)
= a(v,x)(u, ) + p{u, x) (v, 1) — a{v, yXx, u) = B (u, ) (x,v)
= a((v,x)(u,y) — (v, p){x,u)) + B ({1, x) (v, ) = (1, y){x,v))
= (@~ B) (v, x)}u,9) — (1, x)(v,9))

1" casa =
Y(x,9) € E% (f(x),p)—(x, f(¥)) = 0 = V(x,p) € E2, (f(x),9) = (x, f())
D’ou f est un endomorphisme symétrique de E.

2™¢ cas a = B : Supposons que f est un endomorphisme symétrique.

V(X,y) € E2’ <le><u'y> - (u,x}(v,y} =0
VxeE,VyeE, ((v,x)u—(u,x)v,p)
Vx€E, (v,x)u—{u,x)v e E+

Vx €E, (v,x)u—(u,xyv =0, car E+t = {0z}

V(x,) € E% (f(x),p)—(x, f(y)) =0

VxeE, (v,x)=(u,x)=0, car (u,v) libre

VxeE, xe Ft+

(I R R

E c Ft contradiction,

car dim(E) =n>dim(F) = n—2. Donc f n’est pas symétrique.
Finalement f est symétrique si et seulement si a = f3.
b) Dans ce cas a = §, donc f est symétrique et g aussi.
e La matrice de g dans la base B = (u,v) :
Ona: { g(u)=alv,uyu+ p{u,u)yv 1
g(v)=alv,vyu+ p{u,v)v
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d’ou

Molor = [ ) a<v,v>]: (<u,v> [k ]: v
. [/3<u,u> 2005 % B W Tt

e Les valeurs propres de f : Soit A v. p. de f d’ou

Py()=0 o (a(u,v)-A)(a(u,v)-A)-(alulllb])® =0
o (au,v)- A1) = (allullllv])?

alu,vy— A = allullllv

Lt ou

a(u, vy — A = —allull|v]]

A= a ((u,v)—|lullllvll)

Lt ou

A= a((u,v)+ulllvl)

D’oui 'ensemble des valeurs propres de g est :
{a ((u,v) = |lullllv]]), a({u,v)+||ullllv]])}. Donc U'ensemble des valeurs propres de f
est : {0, a (Cu, v} = llullllvll), o (Cu,v) + [laellllvI)}-

e Les sous-espaces propres : Nous avons vu plus haut que tout vecteur
propre de f associé a une valeur propre non nulle A est un vecteur propre
de g associé a la valeur propre A et réciproquement.

Donc si A est une valeur propre non nulle de f doncde g, A = a ({1, v) £ |[ull||v]|)
Soit x = au + bv = (a,b)g € F. D’ou

xe€E, & f(x)=Ax

[ alu,v)  alp|? )[ a ) ( a ]
=A
allul> alu,v) )| b b
(a(u,v) =N a+a|||*b=0
allullPa+ (a(u,v)-A)b=0

Supposons que : Ay = a((u,v)—||ull||lv]|). En substituant dans le systéme ci-

dessus on trouve

{ (a(u,v)=Aa+alvlPb=0 { alullvlla-+ el = 0

allullPa+(afu,v)~1,)b=0 allull’a+ allullllvllb = 0



CHAPITRE 3. ESPACES EUCLIDIENS 58

Puisque a = 0, ||u]| = 0 et ||v|| # 0 on obtient

allullPa+alulllvle =0 [[ulla+lv][b=0
llull

el
D’ou
E, = {x—au—ua (u ” I ) aeR}
[v]] ]
[Jual] )
Vect|\u——v
( [v]]
Vect{(l —M)}
]l
Pour A, = a ({u,v) + ||u]|||v||) on obtient par la méme procédure que
_ [Jull [l
, = X= au+ﬂav u+ﬂ ,aeR
Ml )
Vect|u
( Il
Vect{(l,M)}
]|

Pour A=0ona

{allullllvlla+aIIVI|2b=0 - {I|u||a+IIVI|b=0

b=-

E,

Eyo={x€E, f(x)=Ax=0g) =Ker(f) = (Vect(u,v))*.

Solution. [3.8
1. a) Soit (x,y) € E2.

(g(x)+g(®),x+y)=0

(8(x),x) +(g(x), ) +(g(¥), x) +(g(¥),y) = 0
(8(x), ) +(g(v),x) =0

g(x),) +(v,8(x)) =0

2(g(x),»)=0

(g(x+9),x+y)=0

=
(=
(=
=
=

D’ouVx € E,Vy € E, {(g(x),y) = 0. Ainsi g(x) € E* et EL = {0}
Alors Vx € E, g(x) = 0. Donc g est un endomorphisme nul.
Rappel : En fait Vx € E,(g(x),x) = 0 signifie que g est un endomorphisme

antisymeétrique. Toute endomorphisme symétrique et antisymétrique est nul.
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b) Posons h = Z‘Z:l fr —Idg. 11 est évident que h est est un endomorphisme

symétrique (combinaison linéaire des p + 1 endomorphismes symétriques).

p
<ka<x)—x,x>
k=1

p
Y (filx),x) = (x,x)
k=1

Vx € E, (h(x),x)

p
D {filx)x) = Il =
k=1

h est symétrique et Vx € E, (h(x),x) = 0. D’ou h = Op(g).

Alors ¥ _ fi = Idp.
2.a) Soit x € E.

p
VxeE, x = Idg(x) = ka(x) = Zlm(fk).

Alors E C lezzl Im(f;) et comme Zizl Im(fy) CE

Ainsi ZZ:1 Im(fy) =
D’autre parton a:

p p
dimZIm(fk):dim(E): Z (f) < dszImfk Zdzm (Im(f,)) = dim(E
k=1 k=1

D’ou E est somme directe des sous-espaces vectoriels Im(fy), Im(f;), ..., Im(f,).

b)Ona: Z‘Zzlfk =1dg. Alors

p
Vx €E, Vie[l,p], Zf (fi(x)) = fi(x
k=1

c) Soit x € E et soit i € [1, p].
Posons : Yk € [1,p], tx = fr (fi(x)) et

t,;:{fl ), sik=i

Of, sinon

Alors Vk € [1,p], t € Im(fy) et t; € Im(fy). De pluson a: Zk L= Zk Lt
Comme Im(f), Im(f;), ..., Im(f,) soit en somme directe, alors Yk € [1,p], #; =

)
t.
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Ainsi

filx), sik=1i

Of, sinon

Vke[1,pl fi(fi(x) ={

Ceci pour tout x dans E et tout i dans [1,p]. Alors

k=i
Vke(Lp), Vie(Lp), fiof ={ i stk =]
Or(g), sinon
Donc en particulier Vi € [1,p], fio f; = f; et f; € L(E).
Dou fy, f, ..., fy sont des projecteurs.

Montrons que f; est une projection orthogonale pour tout i dans [1, p].
Soit i € [1,p]. f; est une projection sur Im(f;) parallelement a Ker(f;) et E =
Im(f;)®Ker(f;).
Notons également que pour x € Im(f;) et y € Ker(f;), At € E, x = fi(t) et fi(y) =
OE' D’ou

(x, v) = fi(t), p) =&, fi()) =<t 0p) = 0.

Donc Vx € Im(f;), Vy € Ker(f;), (x, y) = 0.
Alors Im(f;) et Ker(f;) sont supplémentaires et orthogonaux. Donc Im(f;) =
(Ker(f)".

Alors f; est la projection orthogonale sur Im(f;).

Remarque : Nous venons de démontrer qu’une projection qui est un endomorphisme

symétrique est une projection orthogonale.



Chapitre I

Formes quadratiques

Dans tout ce chapitre K désigne un corps commutatif de caractéristique
différente de deux, ce qui signifie que dans ce corps 1 +1 # 0. Moralement cela
revient a dire que dans K on peut diviser par deux. E un K-espace vectoriel de
dimension finie.

On s’intéresse ici aux fonctions de K" définies par des formules de type
— 2 2
G(X1, .00 Xy) = A1XT + oo+ A X5 + PX1 X0 + o+ Py pXp—1 X,

ou les A; et les p;; sont des scalaires fixes. Ce sont les fonctions définies par
les polynémes homogenes de degré deux. On les appelle formes quadratiques.
Elles apparaissent par exemple dans I’étude des courbes algébriques de degré
deux. Dans R?, une courbe de degré deux est une partie (C) définie par une

équation
ax* +by* + cxy+dx+ey+ f =0,

ou(a,b,c,d,e f)e R et (a,b,¢) #(0,0,0). Le membre de gauche de cette équation
est constitué d’une forme quadratique (ax? + by? + cxy), d’une forme linéaire
(dx + ey) et d’'une constante (f). L'étude des formes quadratiques permet de

montrer assez facilement que C est une conique.

4.1 Reésumeé de cours

4.1.1 Formes quadratiques

Toute forme bilinéaire b sur E définit une fonction g sur E par

q(x) = b(x, x)

61
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Une telle fonction est appelée forme quadratique sur E. Il se trouve qu’il est
inutile de faire appel a toutes les formes bilinéaires pour obtenir toutes les
formes quadratiques sur E. En effet,

- premiérement, si b est alternée alors pour tout x € E, b(x,x) =0,

- et deuxiemement, b(x, x) = by (X, X) + Dyp1 (%, X) = by (2, X).

Ainsi, b définit la méme forme quadratique que la forme symétrique by, :
deux formes bilinéaires qui différent d’une forme alternée définissent la méme

forme quadratique. Nous adopterons la définition suivante :

Définition 4.1. Soit E un K-espace vectoriel et g : E — K. On dit que g est
une forme quadratique sur E s’il existe une forme bilinéaire symétrique b sur

E telle que pour tout x € E,
q(x) = b(x, x)

On dit que g est la forme quadratique associée a b et b la forme polaire de 4.
On note Q(E) I'ensemble des formes quadratiques sur E.

Nous avons une surjection naturelle

S»(E) — Q(E)

et aussi
L, (E) = Q(E).
Exemple 4.1. 1) La fonction

R - R

Xl—)X2

est la forme quadratique sur R associée a la forme bilinéaire

RxR — R
(x,9) — xv.

2) La fonction

R? - R

X > x]+5x3 - 6xx,
est la forme quadratique sur R? associée a la forme bilinéaire

RZxR?2 — R

(x,v) = x191 +5%9, = 3x19 — 3%,
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3) La fonction
C([0,1,R) —» R
f e Jol f2(t)dt
est la forme quadratique sur C([0,1],R) associée a la forme bilinéaire
C([0,1],R)x C([0,1],

R) —» R
1
(f.g) Lf(t)g(t)dt.
4) La fonction

M,(K) —» R
M - Tr(Mz)

est la forme quadratique sur M, (K) associée a la forme bilinéaire

M, (K)xM, (K) — R
(M,N) +— Tr(MN).

Proposition 4.1. (Identités remarquables)

Soit b une forme bilinéaire symétrique sur E, g la forme quadratique associée
a b, on a pour tout x,y € E

1) g(Ax) = A%gq(x), YA€K

2) q(x+y) = q(x) +4q(y) + 2b(x, ),

3) b(x,y) = 3 [a(x +) - q(x) - ()]
Proposition 4.2. Si g est un forme quadratique sur E, alors il existe une unique
forme bilinéaire symétique sur E associée a g qu’on appelle forme polaire de g

définie par
bx,9) = 5labx+3) - (x) - 4(o)}

Exemple 4.2. Soit la forme quadratique q définie par :

g : R*>SR

q(x) = fo + 5x§ —4x,x,,
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tel que x = (xq,x,). Sa forme polaire est

1
b(x,y) = Zlalx+y)—q(x)=q(y)]
2X1y1 + 5x2372 - 2X1y2 - 2X2y1

Remarque 4.1. Quand la forme quadratique est donnée par un polynéme homogene
de degré deux, la forme polaire b s’obtient en polarisant chaque mondme de ce
polyndme.

Un monome de la forme (al-ixiz) est polarisé en (a;;x;y;) et un monodme de la

4
forme (az-]-x,-xj) est polarisé en - (xl-yj + x]-yi).

Exemple 4.3. 1) Dans 'exemple[4.2]on a

4
2x191 + 5%90 — 5 (X192 +x291)

2x191 +5%292 — 2X192 — 2X20

b(x,y)

2) La forme quadratique
g : RR->R
q(x) = 7x% + 6X1X, + 5x5x3,
se polairise en
b+ RIxR’SR
5 5
b(x,) = 7xiyi+3x192+3%291 + 5%23 + 5 X359

4.1.2 Matrice d’'une forme quadratique

Soient E un espace vectoriel de dimension 7, x et y des éléments de E, B =
(e;) une base de E et b une forme bilinéaire sur E. D’apres le chapitre 2 on a

montré que b(x,y) = XMY, ou

M= Mg (b) = (a;),_, . = (b(ei’ef))lsi,jsn

Définition 4.2. Soient E un espace vectoriel de dimension #, (e;) une base de
E, b une forme bilinéaire symétrique sur E et g une forme quadratique associée
a b. La matrice Mg (b) est aussi appelée matrice de g dans B, c-a-d. Mg(q) =
Mg (b), d’out on a pour tout x € E

q(x) = b(x,x) =" XMX,
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ou X est la matrice colonne des coordonnées de x. On déduit que

n
q(x) = Zaijxixj
i,j=1
n

Zaiixiz +2 Z aijxixj.

i=1 1<i<j<n

Si on écrit I'expression précédente sous la forme

n

— 2 N — —
Q(X) = Zcii'xi + Z Cl']'XiX]', ou ¢j; = 4a;; et Cij = 2ai]-

i=1 1<i<j<n
on a
€12 ‘1
‘ozt
€12 :
- (22
Mg(q)=| *
B(q) Cn—l,n
2
Cq Cn—1,n
2 0 T2 G

qui est une matrice symétrique.

Exemple 4.4. Soit la forme quadratique

q: R?> > R, ou q(x) = x% + 7x§ + 6x1x7 — 2x1x3 + 3xX3,

on a
1 3 -1
— 3
M=|3 7 3
3
-1 3 0

Soit g une forme quadratique donnée et b sa forme polaire, on a les résultats

suivants

Remarque 4.2. 1) Si g est une forme quadratique donnée par
n
q(x) = Zaiixiz +2 Z a;jXiX;
i=1 1<i<j<n

alors sa forme polaire est donnée par

n

b(x,y)=Zﬂiixiyi+ Z “ij(xiyf’xjyi)'

i=1 1<i<j<n
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2) Une forme quadratique g est dite non dégénérée quand sa forme polaire
b Vest.

3) On définit le noyau et le rang d’'une forme quadratique comme ceux de
sa forme polaire. C-a-d. ker(q) = ker (b),rang (q) = rang (b).

4) On dit que x € E est isotope par rapport a g si g(x) = 0.

5) Lorthogonal d’un sous-espace vectoriel de E par rapport a g est son

orthogonal par rapport a b.
Exemple 4.5. Soit la forme quadratique : g : R?> — R définie par

q(x) = x} —x3.

¢ La matrice de g dans la base canonique de R? est
1 0
M= ( 0 -1 ]
¢ La forme polaire de g est
b(x,y) = X191 — %292
¢ Le noyau de g est

ker(q) = {x eR%:b(x,y)=0,Vp € Rz}

b = =
(x,e1)=0 - x1=0
b(x,e5)=0 —x,=0
o { X1 = 0
Xy =

d’ou
ker(q) = {Op2)

On déduit que g est non dégénérée et rang(q) = 2.
O Les vecteurs isotropes de g sont les deux droites vectorielles d’équations :

Xy = X1 et Xy = —Xq.
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4.1.3 Réduction des formes quadratiques
Réduction dans le cas général

On rappelle qu'une base B = (ey,...,¢,) d’'un K-espace vectoriel E est dite b-
orthogonale ou b est une forme bilinéaire sur E si et seulement si pour tout i, j €
[1,n];1#7],b(e;, ej) =0, c-a-d. les vecteurs de B sont deux a deux b-orthogonaux.

On dit que B = (¢;) est b-orthonormée si pour tout (i,j) € {1,..., n}z,

1 sii=j
b(ei’ej)zéij:{ 0 siizj

ou 9;; est le symbole de Kronecker.
Nous savons que tout espace euclidien E possede des bases orthonormée et

que dans une telle base, b(x,y) prend la forme

n n

bx,y)=) xipietq)=) x7

i=1 i=1
Nous allons généraliser ce résultat aux formes quadratiques.

Proposition 4.3. On notera que les assertions suivantes sont équivalentes
1. La base B = (e;) est g-orthogonale.
2. Dans la base B = (¢;) la forme q s’écrit sous la forme g(x) =) ", /\l-xf.
3. Dans la base B = (¢;) la matrice de g est diagonale.
De la méme maniére nous avons les équivalences suivantes

1. La base B = (¢;) est g-orthonormée.
2

2. Dans la base B = (¢;) la forme g s’écrit sous la forme g(x) = )1 x7.

3. Dans la base B = (¢;) la matrice de g est la matrice identité.

Définition 4.3. On appelle réduction d’une forme quadratique g, la recherche

d’une base orthogonale de E, tel que sur cette base g s’écrit sous la forme
n
q(x) = Z)\ixiz,/\,- eR
i=1

et les (x;) sont les coordonnées de x dans cette base. De plus la matrice de g

dans cette base est diagonale.

Théoréeme 4.1. Nous donnons deux formulations différentes du méme résultat.

1. Tout espace pseudo-euclidien (E, q) de dimension finie posséde une base orthogonale.
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2. Tout espace pseudo-euclidien (E, q) de dimension finie posséde une base dans

laquelle la matrice de q est diagonale.

Autrement dit ils existent r € {1, ..., n}, une base (ey, ..., e,) de E et des scalaires

non nuls Ay,..., A, tels que

A 0
A 0
M (q) = ' ,
0 0
0 e 0

évidemment r est le rang de q.

Remarque 4.3. Le théoréeme spectral est un résultat propre au corps R. Premiérement,
dans un espace complexe E il n'y a pas de bases orthonormées : pour obtenir

une notion analogue il faut remplacer la notion de produit scalaire par la notion

de produit hermitien. Deuxieémement, il existe des matrices symétriques complexes

qui ne sont pas diagonalisables, c’est le cas par exemple de

1 i
T |
On laisse au lecteur le soin de le vérifier.

Réduction en carrés de Gauss

Nous donnons ici une autre maniere d’établir le théoreme de réduction.
Cette méthode due a Carl Friedrich Gauss est pratique pour les exercices, et
permet d’obtenir explicitement et facilement une base orthogonale. Commencons
par reformuler le théoréeme de réduction.

Soit g une forme quadratique non nulle sur un K-espace vectoriel E de
dimension finie » muni d’une base B = (ey,e5,...,€,) de sorte que, pour tout

xX=x1e;+...+x,¢e, €E.

n

q(x) = Zaiisz + Z 2a;x;X;. (4.1)

i=1 1<i<j<n
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La méthode de Gauss consiste a écrire g sous la forme d’une combinaison de
carrés de formes linéaires indépendantes [y,...,[,, en procédent par récurrence
sur n. Distingons deux cas

Premier cas : L'un des a;; est non nul, par exemple a;; # 0. Alors on sépare

dans (4.1) les monomes contenant x; des autres

Q(X) = allx% + xlf (XZ;'"!xn) +g(x2,...,xn),

ou f est une forme linéaire et g est une forme quadratique en les x,,...,x,,. On

écrit alors

2 2
_ f(xZI---:xn) (f(fo“'fxn))
q(x) = an (x1 + 2a1 4a, + 8 (X2, Xy)
= ay (I (x)* +q'(%),
oulj(x)=x +—f(x2""'x”) une forme linéaire et g’( _ )’
1) =X1+=7 q'(x) = Tt +g (xg,..., X,) UDE

forme quadratique en les x,, ..., x,,. On applique le méme procédé de récurrence
sur q’(x) on obtient des formes linéaires indépendantes de la forme linéaire [;

telles que

r

g(x) = Zai (Li(x))?,r <n.

i=1

Deuxieme cas : Tous les a;; sont nuls. Dans ce cas g(x) ne s’écrit qu’avec des
rectangles

q(x) = Z 261inin = Z C,']'xix]‘, ou C,']‘ = 2611']'.

1<i<j<n 1<i<j<n

Il existe i < j tel que ¢;; est non nul et quitte a permuter les indices nous
pouvons supposer que ¢, # 0. Décomposons g(x) selon les termes qui contiennent

X1, ceux qui contiennent x, et les autres :

q(x) = crox1x0 + X1 f (X300, %) + X8 (X3, .0, X)) + B (X3,...,X,,),

ou f, g sont des formes linéaires et h est une forme quadratique en les x3, ..., x,,.

On écrit alors

q(x) clz(x1x2+Lx1 +£x2)+h

€12 C12

C12(x1 +i)(x2+i)—f—g+h.

C12 C12
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On utilise I’identité remarquable
ab=~[(a+bY - (a-b)],
4

on obtient

2
c
q(X) = %(xlﬁ'?(fz'i‘c]l(—z-l'cf;z) —T(xl—xz—i-———

= (L0 -2 (L) +q )

ou Iy, 1, sont deux formes linéaires indépendantes et g’(x) est une forme quadratique
en les x3,...,x,. On itére le méme procédé sur la forme quadratique q’(x) on

obtient

ou les [y,...,I, sont des formes linéaires indépendantes et l’entier r < n est le

rang de q.

Définition 4.4 (Signature d’une forme quadratique). Si K = R, il existe une
base orthogonale B = (¢;), ;,, ou la matrice de q est diagonale. Soit s le nombre
de coefficients strictement positifs et soit f le nombre de coefficients strictement

négatifs. Le couple (s, t) s’appelle la signature de g noté sgn(g). C-a-d.
s=card{ie[1,n]:q(e;)>0},t =card{i €[1,n]:q(e;) <0},

etr =s+1testlerang de g c-a-d. rg(q) =s+t.

Remarque 4.4. 1. Si t =0, on dit que la forme g est positive.
2.Si s+t =mn,on dit que la forme est nondégénérée.
3. Si s = n, on dit que la forme est définie positive. Dans ce cas, la forme

polaire b est un produit scalaire et I’'espace muni de b est euclidien.

Théoreme 4.2 (Loi d’inertie de Sylvester). La signature (s, t) est un invariant de q,
c-a-d. la signature de q ne dépend pas du choix de la base q-orthogonale. Autrement
dit :

Soit q une forme quadratique de rang r sur un espace vectoriel réel E de dimension
finie. Alors, il existe (eq,...,e,,) une base de E, et des entiers s et t tels que, pour tout
vecteur x = x1ey +... + x,e,, de E, on ait

2

1 s+t=r<n.

.—x2

qx)=xt+.. +x2—x ts
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Le couple (s, t) est unique.

Remarque 4.5. La loi d’inertie de Sylvester est un théoreme de classification
des formes quadratiques sur un espace vectoriel réel de dimension finie.

Sylvester applique ces résultats a la mécanique et analyse I’énergie a transmettre
a un solide pour lui donner une vitesse de rotation. C’est ce qu'on désigne par

principe d’inertie de Sylvester .

La réduction dans une base de vecteurs propres

Théoreme 4.3. Soit q une forme quadratique définie sur I’espace vectoriel réel E
muni d’une base B. Notons M = matg(q), alors il existe au moins une base g—orthogonale

sur laquelle q s’écrit sous la forme :
q(x) = Alxlz + /\2x22 +...+ /\nxnz,

~ / ’
ot les (xi)1<,< sont les coordonnées de x dans cette base, les A; € R sont les valeurs
<1isn

propres de M.

Remarque 4.6. Attention, les éléments de la diagonale de la matrice d’une
forme quadratique dans une base g—orthogonale ne sont pas nécessairement

les valeurs propres de M = Mp(q).

Corollaire 4.1. Soit g une forme quadratique de signature (s,¢) et B une base
de E. Si M = Mg(g), alors s est le nombre de valeurs propres positives de M et t

est le nombre de valeurs propres négatives de M.

Proposition 4.4. Soit g une forme quadratique définie sur un espace vectoriel
réel E de signature (s, t) et M = matg(q).

1. q est positive ssi toutes les valeurs propres de M sont positives.

2. g est définie positive ssi toutes les valeurs propres de M sont strictement

positives.

Formes quadratiques équivalentes

Définition 4.5. Deux formes quadratiques g1, g, définies sur E sont dites équivalentes

s’il existe un automorphisme u : E — E tel que

q2=4q10U.

Remarque 4.7. La relation binaire "équivalente" est une relation d’équivalence.
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Proposition 4.5. Soient B une base de E, q; et g, deux formes quadratiques de
E de matrices A; et A, respectivement dans B. Alors, q; et g, sont équivalentes

si et seulement s’il existe une matrice inversible P telle que
A, =" PA,P.

g1 et g, sont équivalentes si et seulement s’il existe un automorphisme u :

E — E tel que

qzquou.

Notons P = matg(u), soient x € E et X la matrice colonne des coordonnées de x
dans B. On a

92 (x) = q1 (1 (x)) &' XA, X =" (PX) A PX =" X('PAP)X.
D’ou
A2 :t PAlp

Remarque 4.8. Deux forme quadratiques sont équivalentes si elles ont la méme

signature.
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4.2 Exercices

Exercice 4.1. Soit la matrice M € M3(R) définie par :

a 0 -1
M= 0 2 2 |,aeRk
-1 0 -a

1. Déterminer la forme bilinéaire ¢,; de M.

2. Déterminer l'orthogonal pour ¢, de F = vect {v = (1,-1,2)} en fonction de a.
3. Pour quelles valeurs de a, F® F+ = R3.

4. Calculer le déterminant de M, en déduire 'orthogonal de R® pour ¢y.

5. Par la méthode de Gauss, réduire la forme quadratique g associée a la forme
@u- En déduire La signature de g et une base ¢,;-orthogonale pour R°.

6. Dans quel cas la forme g n’est pas définie.

7. Déterminer les formes linéaires [; : R> — R dans la forme diagonale de g,

forment-elles une base ? déterminer la base antéduale (préduale).

Exercice 4.2. Pour chaque m € R, on considere la forme quadratique g,, du

R-espace vectoriel R3 qui a (x,y,z) associe le scalaire :
Gm(%,9,2) = x>+ (m+ 8)y2 +4z% - 6xy + 4xz+ (m—12)yz

1) Décomposer g,, en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires sur
R3

2) Pour chaque m, déterminer une base orthogonale B,, diagonalisant g,, et
donner une expression et une matrice de q,, dans cette base.

3) Déduire suivant les valeurs de m le rang de g,,,.

4) Déduire la signature de g,, en fonction des valeurs de m.

Exercice 4.3. Soit E = R* munit de la base canonique B = (ey, ..., e,). Pour

chaque réel m on considere la forme bilinéaire b,, telle que

M(bm’B) =

o = O =
|
S Oy O

1
0
m
0

1. Déterminer la forme quadratique g,, associée a b,,.
2. Discuter la signature et le rang de ¢, en fonction de m.

3. Pour quelles valeurs de m, la forme b,, est un produit scalaire.
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4. Déterminer N : le noyau (le radical) de b%.
5. Soit F le sous espace vectoriel de E engendré par (e, e,, e3).
Montrer que F®&N =E.

Exercice 4.4. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 munit d’une base

B = (v1, vy, v3). Soit la forme quadratique

Q:E—R

(x1, X3, X3) > x:f + x% + x% — XpX3

1. Montrer que la forme polaire S (forme bilinéaire associée a Q) est un
produit scalaire sur E.

Dans la suite, on pose pour tout (x,) € E2 : (x,p) = So(x,p).

2. Calculer (f;, f;), pour (i,]) € {1, 2, 3)2.

3. Par le procédé de Gram-Schmidt, déterminer une base orthonormée par
rapport a S a partir de B = (vy, vy, v3).

4. Soit u = vy +v,.

a) Donner un vecteur v orthogonal a u.

b) Calculer la norme de u A v.

c) Si B est une base orthogonale directe de E, déterminer les coordonnées
d’un vecteur w de E telle que C = (1, v, w) soit une base orthogonale directe de
E.

5. Montrer que

¢:E—E
w

W Uy W
(X1, X2, X3) F= X1 g+ X2 + X3

est une isométrie.

6. Calculer la matrice de ¢ dans la base B.
Exercice 4.5. Soit la forme quadratique g : R? — R définie par :

q(x) = =X — x5 — x5 + 2(x1 X + X1 X3 + X, X3)
B est la base canonique de R3.
1) Calculer la matrice M de g par rapport a B.
2) Trouver une base orthonormée B’ de R? formée de vecteurs propres de
M.
3) Calculer une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles
que : 'PMP = D.
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4) A partir de I'expression de q dans B’ déduire une réduction en carrés de
q.

Exercice 4.6. Soit R> le R-espace vectoriel munit de la base canonique B. Soit

la forme quadratique définie sur R? par
_ .2 2 2
q(x) = x7 + 3x5 —4x5 + 6x1 X, + 8x1 x3.

1) Calculer le noyau Ker(q) et déduire le rang de q. Que peut-on déduire?

2) Trouver une réduction en carrés de Gauss en précisant une base g-orthogonale
B

3) Calculer la matrice de g dans cette base, la signature de g et déduire une
autre fois le rang de g.

4) Déterminer I’ensemble des vecteurs isotropes de g dans la base B’.

Exercice 4.7. 1) En utilisant les valeurs propres d’une matrice, diagonaliser

dans une base orthonormée la forme quadratique suivante :
_ 2,2 2 2 _ 3
q(x) = 3x7 +4x5 + 3x5 — 2x1x3, x = (x1,xp,x3) € R,

2) Déduire la signature et le rang de g. La forme est -elle dégénérée? La
forme est-elle définie (semi-définie) positive, négative, non définie?

3) Déterminer les vecteurs isotropes en déduire le noyau de g.

Exercice 4.8. Soit g une forme quadratique définie sur R par :

g:R° — R

3 3
2 2 2
X > §x1+2x2+§x3—x1x3.

1) Déterminer la forme bilinéaire b associée a la forme quadratique g ainsi que
sa matrice dans la base canonique B et son noyau. Que peut-on déduire ?

2) Déterminer 'orthogonal de F = vect {v = (1,-1,0)} pour la forme b.

3) Montrer que F et F* forment une somme directe de R3.

4) Déduire une base de R3 orthonormée pour b.

Exercice 4.9. Soient E un espace vectoriel de dimension quelconque, f € L,(E)
et g la forme quadratique associée.

Soient a € E et q;(x) = q(a)q(x) - (f(a,x))z, Vx € E.

1. Montrer que g; € Q(E) (est une forme quadratique sur E).

2. Dans le cas général, déterminer Ker(q,) en fonction de Ker(q) et a.

3. Sidim(E) = n est finie, comparer rg(q;) et rg(q).
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Exercice 4.10. Soit q l'application de M,,(R) dans R définie par :
q(A) = Tr(A?), VA e M, (R).

1. Montrer que g est une forme quadratique.

2. Déterminera sa signature.

Exercice 4.11. Soient By = (e;, ¢,, e3) la base canonique de R? et g la forme

quadratique définie sur R par :
q(x1, X3, X3) = (31 +x2) + (x3 = x3)% + (31 = x3)%,

1. Montrer que q définie un produit scalaire sur R> et déterminer sa matrice
par rapport a By.

2. Soit F le plan d’équation x; + x2 + x3 = 0 dans la base B,

(a) Déterminer F1 et une base orthonormée (v{, v,) de F.

(b) Compléter (v;, v,) en une base orthonormée B = (v; v, v3) de R3. Quelle
est la matrice de q par rapport a B?

Exercice 4.12. Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n et (vy, ..., vp)
une famille libre de E.

Soit g 'application définie sur R? par :

p
E XiV;
i=1

1. Montrer que g est une forme quadratique sur R” dont on déterminera sa

2

q(xl, ey xp) =

forme polaire.

2. Déterminer le noyau de ¢, puis son rang. Quelle est sa signature ?

Exercice 4.13. On définit 'application g sur R,[X] par :
VP e Ry[X], q(P) = P'(1)*> - P'(0)*.

1. Montrer que g est une forme quadratique et déterminer la forme polaire
@ associée ainsi que sa matrice dans la base canonique.
2. Déterminer le noyau de g et son cone isotrope. Est-ce que ce sont des
espaces vectoriels ?
3. La forme quadratique g est-elle non dégénérée ? Définie ? Positive ou négative ?
4. Déterminer une base de {Xz}l.

5. Déterminer {1}*.
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Exercice 4.14. (Supplémentaire)
On considére la fonction ¢ : R® — R définie par

P(x,v,2) = 4x> = 7y? — 12xy + 16x2 — 48yz.

1) Prouver que la fonction ¢ est une forme quadratique sur R3.

2) Déterminer si la forme quadratique ¢ est dégénérée ou non.

4) Déterminer la signature de la forme quadratique ¢.
5) Déduire de la décomposition en carrés obtenue en 3) une base ¢-orthogonale

)
)
3) Effectuer l'algorithme de Gauss sur la forme quadratique ¢.
)
)
de R3.

Exercice 4.15. (Supplémentaire)

On considére I'espace vectoriel E = R*. On note B une base (e, e;,e3,¢4) de
E.
Soient a,b,c € R et g la forme quadratique définie par :

q(x) = xf + 2x§ + x§ + axi +2X1Xy + 4bx1 x5+ 4bxyx3 + 2¢x9Xy.

1. Déterminer la forme polaire de g ainsi que la matrice de g dans la base B.

2. Donner une réduction en carrés de Gauss de la forme quadratique g.

3. Déterminer le rang et la signature de q en fonction des parameétres réels
a,betc.

4. Préciser une base de E qui soit orthogonale pour 4.
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Controle d’algébre 4 (Mai 2023)

Exercice 1 : On considére sur R> la forme quadratique q définie par :
Vx e R?, q(x) = xf + 4x§ + 9x§ +4x1%xy + 6x1x3 + 16Xx,X3.

1. Calculer sa matrice et sa forme polaire b.

2.1. Donner la réduction en carrés de Gauss pour gq. En déduire : La signature
et le rang de g. Que peut-on déduire?

2.2. Trouver une base g-orthogonale B’ pour R3.

2.3. Donner l'expression et la matrice de g dans la base B’.

3. Pour tout réel A, on note Fy = Vect(vy =(A,—1,1)) et Fj son orthogonal.

Déterminer la dimension de Fy et trouver les valeurs de A pour lesquelles
ona:R>=F,@F;.

Exercice 2 : Soit E = C([-1,1],R) I'espace des fonctions continues sur [—1,1]
et a valeurs dans R.

1. Montrer que ¢ : EXE — R, (f,9) — ¢(f,g) = j_llf(t)g(t)dt définit un
produit scalaire.

2.S0it P ={f € E: festpaire},  ={f € E: festimpaire}. Montrer que P C I+.

Exercice 3 : Soit (E,(.,.)) un espace euclidien de dimension finie n, f un
endomorphisme symétrique de E et u = f* o f un endomorphisme de E, ou f*
est I’adjoint de f (c-a-d. (f(x),v) ={x, f*(v))).

a) Montrer que u est symétrique et déduire qu’il est diagonalisable et que
ses valeurs propres sont positives ou nulles.

b) Montrer que Ker(u) = Ker(f) et que Im(u) = (Ker(f))*.
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Rattrapage d’algebre 4 (Juin 2023)

Exercice 1 : On considére sur R> la forme quadratique q définie par :
Vx e R?, q(x) = 6xf + ng + 7x§ —4x1x) + 4x1 X3.

1. Donner la matrice de g puis sa forme polaire b.

2. Calculer le noyau Ker(b). Que peut-on déduire?

6 -2 2
3. Soit la matrice M =| -2 5 0
2 0o 7

3.1. Montrer que M admet trois valeurs propres. Trouver une base orthonormée
B’ formée de vecteurs propres de M.

3.2. Calculer:

- Une matrice orthogonale P et une matrice diagonale M’ telles que ‘PMP =
M’

- L'expression de g dans la base B’, la signature, le rang de q et déduire
Ker(q).

3.3. Trouver I'ensemble des vecteurs isotropes de q dans B’ et déduire une
réduction en carrées de Gauss a partir de 'expression de g dans la base B’.

Exercice 2 : Soit E 'espace des suites réelles (u,),>o telles que la série de
terme général u2 converge. On définit ’application :

+00

@p:EXE—R, p(u,v)= Z”kvk:
k=0

ou u = (un)nZO etv= (Un)nzo-
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire.
2. Soit f : E — E,Yu = (u,)>0 € E, f(u) = -2, Montrer que f est un

n+l1°

endomorphisme de E.
3. Montrer que f est symétrique par rapport au produit scalaire ¢ = (,,.).
Exercice 3 : Soit A une partie d’'un K-espace vectoriel E, on appelle annulateur

de A la partie A° de l’espace dual E* définie par :
A°={geE":VueAg(u)=0}CE"

1. Déterminer Og° et E°.

2. Prouver que si A} C A, alors A5 C A7 CE™.
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Controle d’algebre 4 (Juin 2022)

Exercice 1 : On considére sur R> la forme quadratique q définie par :
Vx e R?, q(x) = xf + 3x§ - 8x§ —4x1xy + 2x7x3 — 10x7x3.

1. Donner sa matrice, sa forme polaire b et calculer son noyau Ker(g). Que
peut-on déduire?

2. En utilisant la réduction en carrés de Gauss. Montrer que I’ensemble des
vecteurs x € R3 tels que g(x) = 0 est la réunion de deux plans vectoriels dont on
donnera des équations.

3. Déterminer une base g-orthogonale B’ de R?, puis en donner sa signature
et son rang.

4. Donner 'expression de g ainsi que sa matrice dans B’.

5. Calculer l'orthogonal de F = Vect{vy =(1,1,0),v, =(2,0,1)}.

Exercice 2 : Dans E = R%, on considére : F = {(x,y, z,t) € R*:x+ y—z+t= 0}
et D =vect{v=(1,1,1,1)}.

1) Montrer que F est un hyperplan de E, en donner une base et tous ses
supplémentaires.

2) Soit me R et u = (m,m+1,2m,m—2). Pour quelles valeurs de m les sous-
espaces F et A = vect(u) sont-ils supplémentaires dans E?

Exercice 3 :

I) Soit E = C®(R,R), le R-espace vectoriel des fonctions numériques de
classe C* sur R. On définit

/2
P:{feE: J f(t)dt:f(n/Z)}.
0

(a) Montrer que F est un hyperplan de E.
b) Soit Dy = vect (sint) et D, = vect(cost). D; et D, sont-ils des supplémentaires
de F.

IT) On considére les formes linéaires ¢y, ¢, et @3 définies sur R? par :
P1(X1,%2,X3) = X1 =Xp+X3, Q2(x1,X2,X3) = X1+X—2X3, Q3(X1, X2, X3) = —4X1 +X2+X3

Montrer que B* = (¢4, ¢, ¢3) est une base de I’espace dual (R3 )*. Déterminer
les coordonnées des vecteurs de la base B pré-duale de B*.
By = (e1,ep,¢3), (By)" = (e’{,ez, eg) sont les bases canoniques de R> et (R3)*

respectivement.
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Rattrapage d’algebre 4 (juin 2021)

Exercice 1: Dans E = R3, on considére les formes linéaires : f', f5, f5 € E*
définies par :
fi=e+e—e, =€ —ertes fy =€ +e,+e5
ou Bj = (e‘i,ea, eg) base canonique de E*.
1. Montrer que B* = (fl*, f;,f;) est une base de E*.
2. Calculer B = (fi, f>, f3) la base pré-duale de la base duale B*.

1 0 2
Exercice 2 : Soit la matrice A =| 0 -1 2 |et g la forme quadratique
2 20

définie par A.

1. Montrer que A est diagonalisable.

2. Construire une base orthonormée B par rapport au produit scalaire de
R3, constituée de vecteurs propres de A.

Exercice 3 : Soit ¢ la forme quadratique sur R® définie par :
qa(x1,%2,%x3) = xf +(1+ a)x% +(l+a+ az)x§ + 2x1%xy — 2ax,x3, a € R.

1. Donner une réduction en carrés de Gauss de g.

2. Discuter, suivant la valeur du nombre réel g, la signature et le rang de la
forme quadratique g,.

3. Dans tout ce qui suit, on pose:a=-1etg_1)=9q.

a) Trouver une base g-orthogonale B’ de R?, I’expression et la matrice de g
dans B'.

b) g est-elle positive?

c) Calculer b(x,p) la forme polaire de g et le noyau Ker(q).
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4.3 Corrigé d’exercices

Solution.
1. La forme bilinéaire ), de M est définie par :

Vx = (Xl,Xz,X3), v= (yl)y2;y3) € R?)’
Pm(x,y) = 'XMY =axiy; +2x,9, — ax393 — X193 — X391

2. Lorthogonal pour ¢); de F: On a

FJ_

{x e R3, YyeF, pp(x,p) = O}
{x eR3, pp(x,v) = 0}, poury =v.

Ainsi nous avons 1’équivalence

—2X2—(2€l+1)X3:O
2 2a+1

2 2
a—?2 2a+1

X1 —
2 2
-2 2a+1
= x:(l,a ,O)x1+(0,— 4 ,1)x3, X1, x3 € R.

pmx,v)=0 & (a-2)x
a_

< Xy = X3

L= x:(xl, X3, X3)

2 2

D’ou

2a+1 2a+1
PL:vect{(o, _a ,1), (0, _ 1)}
2 2

3. Les valeurs de a, pour lesquels F & F+ = R3.
Nous avons dimF + dimF+ = 3, donc il suffit de chercher les valeurs de a pour

lesquels v ¢ F4, i.e.

oM, )20 © a-2+2-2(2a+1)=0

2
S aF+F——.
3

Donc les valeurs de a, pour lesquels F&F+ = R3 sont les éléments de I’ensemble
R\ {—%}

4.0na:det(M)=-2(a’?+1)=0, VaeR.
Donc la matrice M est inversible et donc du rang maximal i.e. rg(M) = 3. On
déduit que dim Ker(M) = dim Ker(qyp) = 0.
D’ou (]1%3)l = Ker(qp) = {Ogs3).

5. La réduction en carrés de Gauss de g : La forme quadratique q associée a
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¢@Mm) est donnée par :
q(x) = axf + 2x§ - ax§ —2x1X3.

Pour réduire la forme g nous distinguons deux cas :

1¢" cas :sia =0, alors

2
q(x) 2x3 = 2x1x3 = 2X§——((X1 +x3)7 = (x1 = x3)°)

4
1 2 2 1 2
= —=(xp+x3)7+2x5 + =(x] —x3)".
2 2
Donc la signature de g est sgn(q) = (2,1).
La base ¢, -orthogonale :

) _ _ 1. 1.7

1.7

2

Xy =X, © Xy = X,
1./
2%1 7 2%3

) _ _
x3—x1—x3 X3 =

D’ou X = PX’ ou

1 1
2 0 3
P=l0 1 0
1 1
2 0 =3

est la matrice de passage de la base canonique B a la base ¢,,-orthogonale B’.

Ainsi
1 1 1 1
B, = ) 0, el B) 0; 1; 0 3 OI - A
{(2 2) ( ) (2 2)}

2¢Me cas :sia =0, alors

2 2 2
(ax1 — 2x1x3) +2x5 —ax;

1 \2 241
a(xl——x3) +2x§—(a )x%
a

q(x)

a

On remarque que : Ya e R\ {0}, sgn(q) =(2,1).
Donc dans les deux cason a: Va e R, sgn(q) =(2,1).
La base ¢p-orthogonale :

/) _ 1 o 1.7

Xl —X1—5X3 Xq —X1+EX3
’

Xy =Xp < Xy =X,

X5 = X3 X3 = X}



CHAPITRE 4. FORMES QUADRATIQUES 84

D’ou X = PX’ ou

1
a
0
1

i)

[l
c o =
© = o

est la matrice de passage de la base canonique B a la base ¢,-orthogonale B’.
Ainsi

B’ = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (% 0, 1)}

6. De la question 5ona: YaeR, sgn(q) =(2,1) donc on déduit que la forme
g est non définie pour toutes les valeurs de a.

7. Les formes linéaires dans la forme diagonale de g :

i)Poura=0,0na

L (x1,%2,%3) = X1 +x3, (%1, %2, X3) = X2, [3(x1, X2, X3) = X1 — X3

ainsi nous avons la matrice

1 0 1
A=[0 1 0
1 0 -1
est inversible car det(A) = —2 = 0, donc les forment linaires Iy, 15,13 sont libres

et puisque dim(Rzi)* =3 =card{ly, 1,13}
Donc ces formes linéaires forment une base de (R3)*.
Ona:

1
2
A7l = 0

= O N
o = O

1
2

Par suite la base préduale est

(oo (o)

ii) Pour a=0,on a

1
L (x1,%2,Xx3) = X1 — EX& ly(x1,%2,%3) = X2, 13(x1,%2,X3) = X3
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ainsi nous avons la matrice

1 00 1 00
A=l 0 1 0|=A1=l0 1 0

1 1

-1 01 o1

*
Donc ces formes linéaires forment une base de (R3) .

Par suite la base antéduale est
1
{(1, 0, —), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.
a
Solution. 1)Ona:

n(60,2) = X2+ (m+8)y?+4z° —6xy + 4xz+ (m—12)yz
qm\X%, Y y y y

= (x—3y+2z)2+(m— 1)y2+myz.

Sim=1alors:

m 2 m>
—Z _——
2(m—1)

qm(x,y,z):(x—3y+2z)2+(m—1)(y+

Sim=1 alors:

q1(x,v,2) = (x-3p+ 22)2 +9z
1 2

1
= (x—3y+2z)2+Z(y+z)2—z(y—z).
2)Sim =1 alors :
;) _ ) ’ 7m—4 _
X' =x-3y+2z X=X +3y—2(m_1)z
y’:y+%z i="4 y:y’—%z'

7=z z=27

Si P est la matrice de passage de la base canonique B de R a la base orthogonale
B,, diagonalisant g,,, ona: X = PX’, ou

7m—4
2(m-1)
m

2(

13
P={0 1 -5y
0 0

P
1
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est la matrice de passage de la base canonique a la base orthogonale.

7m—4 m
B, = {u1 =(1,0,0),uy, =(3,1,0),u3 = _2(m—1)'_2(m—1)'1)}'

Lexpression de g,, dans B,, est

2
m )

4(m—l)z

Gm(x) = x*+(m—1)y" -
tel que x,v’, 2z sont les coordonnées dans B,,,.
La matrice de g,, dans B,, est

1 0
D=|0 (m-1) 0
2
0 0 _4(211—1)
Sim=1 alors:
x'=x-3y+2z x=x"+3y +32
y=y+z ©3{ y=1y+37
Z=y-z z=13y' 37

Si P est la matrice de passage de la base canonique B de R a la base orthogonale
B, diagonalisant g, on a: X = PX’, ou

1 5
13 3
_ 1 1
P=10 3 3
1 1

07 -3

est la matrice de passage de la base canonique a la base orthogonale.

111 51 1
Bl = {ul = (1’0’0)'1’[2 = (51 5: E)lufi = (E: E;_E)}

L'expression de g; dans B; est g (x) = x> + iy’z - iz’z tel que x’,y’,z" sont les
coordonnées dans Bj.

La matrice de g, dans By est

0
0

I
o o =
O W= O

1
4
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3) De la question 1, on déduit que rg(qy) =2 et rg(q,,) =3 sim = 0.
4) De la question 1, on déduit que :

(1,1)sim=0
s8(qm) = (2,1)sim>1
(1,2)sim<letm=0

Solution.
1. Lexpression de la forme bilinéaire b,, est : b,,(x,y) =F XM(b,,, B)Y, d’ou

1 0 1 0 X1
0o 1 o0 -4

Gn(X) = XM by, B)X = (x1 X3 x3 X4) 2 | ™2,
1 0 m O X3
0 —% 0 m X4

d’ou
qm(x) = x% + x% + mx% + mxﬁ + 2X1X3 — XpX4.

2. Pour avoir l'écriture de l’expression de g,,(x) en somme de multiples de

carrés, remarquons que dans ¢,,(x) le terme en xf est non nul, d’ou :

qm(x) (x% + 2x1x3) + x% + mx§ + mxi — XoXy4

(x1 + x3)2 + (x% —x2x4) + (m— 1)x§ + mxi

1 \2 1
= (x1+x3)2+(x2—§x4) +(m—1)x§+(m—z)xi

Alors quatre cas se présentent :

(2,1)sim= }1

(3,0)sim=1

2¢M¢ cas :sim < }L alors : sign(q,,) =(2,2) et rg(q,,) = 4.
3¢m cas : si g <m <1 alors : sign(q,) = (3,1) et rg(q,) = 4.
4¢"¢ cas : sim > 1 alors : sign(q,,) = (4,0) et rg(q,,) = 4.

1¢ cas:sime {%, 1} alors : sign(q,,) = { et rg(q,) = 3.

3. b,, est un produit scalaire si et seulement si g,, est définie positive si et
seulement si sign(q,,) = (4,0) si et seulement si m > 1.

4. Le noyau (le radical) de bi est de dimension 1 d’apres la question 2 car
rg(b%) = 3. De plus v = 3¢, + ¢4 € N. Donc N = Ru.

On peut calculer N = Ker ( b 1 ) en résolvant le systéme suivant :
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1 0 1 O X 0
01 0 -1« 0
M(b,,,B) (x] Xy X3 X4) = Ops & 2 2=
(b, B) (x1 x2 X3 x4) = Og Lo om0 . 0
0 -5 0 m )| x4 0
X1 +x3=0
1
Xr—35x42 =0
PN 2 %4
X1+ZX3:0
—%X2+i4:0
X1 =x3=0
o M=
x2:§x4

’ 51
5. D’apres la question 4, si x € FN N alors il existe (o, 8, Y, 1) € R* tel que:

D’ou x = x4(0, %, 0,1),x4 € R). Donc N = Ker(bi) = Vect{v =(0 Lo, 1)}

1
x=Av=ae +fer+ye; & )\(Eez+e4):ae1 + pey +yes

& ael+([)’—%)ez+)/e3—/\e420
© a=f=y=A=0.

D’ou x = 0g et donc FNN = {0g}.

De plus dim(F+N)=3+1=dim(E) donc F&N =E.

Solution.

1. La forme polaire Sy est définie sur E par :

SQ:EXE—>]R

(%, V) > X191 + X2V + X393 — % (X293 + x372)

La réduction en carrées de Gauss de Q est donnée par :

1 V3
Q(x) = x% + x% + x% —XpX3 = xf + (xz - §x3) + Zx%
D’ou la signature est sgn(Q) = sgn(Sg) = (3,0) et le rang rg(Q) = sgn(Sg) = 3.
Donc S, est une forme bilinéaire symétrique et définie positive, ou encore Sg
est un produit scalaire sur E.
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2. En utilisant 'expression de S on trouve :

(v,-,vz-) = SQ(vi,vi) =1,Vie {1,2,3}
(v, v2) =(v1,v3) =0
(v2,v3) = Sg(vp,v3) = —3.

3. En utilisant le procédé de Gram-Schmidt on obtient une base orthonormée

a partir de B = (v{,v,,v3) comme suit :

v1 =(1,0,0)
Vy = (0, 1,0)

’ _ (v3,v2) . _
Va = V3 — v, = (0
3 37 ol 72 (

3. 1)

_ 2.7 _ 1
Donc on peut prendre w = “zv; = =

V3 V3
par rapport a S a partir de B qui est : B’ = (v}, v,, w).

(0,1,2) on obtient une base orthonormée

4.0na:u =V +Vy = (1,1,0)3.
a) Un vecteur v = avy +bv, +cvs = (a, b, c)p est orthogonal a u si et seulement
So(u,v) =0.

1
SQ(u,v):0c>a+b—Ec:O.

Donc tout vecteur v = (a,b,2a + 2b), a,b € R est orthogonale a u. Pour (a,b) =
(0,1)ona:v=(0,1,2).

b) Puisque : |Ju]| = V{u,u) = \/W =V2et |v|| = V{v,v) = \/W = /3 alors
ona:
llu Av|l = lullllvll = V2V3 = Ve.

c) C =(u,v,w = u Av) est une base orthogonale directe de E,ouw =u Av =
2v; — 2v, + 3.

5. ¢ transforme la base orthonormée B en la base orthonormée :

, (u v w) (v1+v2 vy +2v3 2v; — 20y + V3

el o]l Tl N V6

Donc ¢ est un endomorphisme de E orthogonal qui est une isométrie.

6. De la question 5 on déduit que la matrice de ¢ dans la base B est donnée

par:

M(¢p, B) = (p(v1) ¢(v2) Pp(v3)) =

o -5l
A
SRS
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Solution. [4.5]
1) La matrice de g par rapport a B est :

-1 1 1
M=Mg(g)=| 1 -1 1 | matricesymétrique
1 1 -1

2) Calcul des valeurs propre de la matrice M
pam(A) =det(M — AI) = (1= A)(A+2)%

Les valeurs propres sont A; =1, A, = -2.

- Les sous-espaces propres sont
E), =<v; =(1,1,1)>,E,, =<v, =(-1,1,0),v3 =(-1,0,1) >

On remarque que < vy,v, >=< v1,v3 >= 0,< vp,v3 >= 1 # 0, en utilisant le

procédé de Gram-Schmidt on obtient

Uy =7
Uy =7y
_ <v3,Vp> _ 1
U3 =v3— V2 = —5(1,1,-2)

On peut choisir une base orthogonale par rapport au produit scalaire usuel

formée de vecteurs propres
1
{(11 11 ]-); (_11 ]-; 0);_5 (11 11_2)};

et une base orthonormée par rapport au produit scalaire canonique de R3 formée

de vecteur propres

B = {%(1,1,1),%(—1,1,0),—%(1,1,—2)}

3)On a
1 0 0

D = matg(q) =" PMP=| 0 -2 0 |,
0 0 -2
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ou

L[ V2 V3
P= % V2 /3 -1 | matrice orthogonale
V2 0 2
4) L'expression de q dans B’ est :

q(x) =" X'M'X’ = x? - 2x}} — 2x7

ou x}, x5, x5 sont les coordonnées de x dans B’". De plus on a

V2. V2 V2 | x

, 1
X = tpxz% -V3 V3 0 Xy
-1 -1 2 | x;
1 \/§(x1+x2+x3)
= % —‘/g(xl—xz)
—(x7 +x3 = 2x3)
D’ou
qlx) = xP?—2x—2x7

1
3

Cette derniere écriture ce n'est que la réduction en carrés de Gauss.

Solution.

1) La matrice de g dans la base B est donnée par :

1 3 4
M=]13 3 0
4 0 -4

Ona:
Ker(f) :{xeR3 :VxeR3,Vy eR?, b(x,p) = 0}

Donc il suffit de résoudre le systeme d’équation suivant :

b(x,e1)=0
b(x,e;) =0
b(x,e3)=0

Ou on peut résoudre 1’équation matricielle : M X = Ogs.

1
= —(x;+x+x3)° (% —xz)z—g(xl + x5 — 2x3)°.

91
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1 3 4 X1
MX=0p < |33 0 || x |=
4 0 -4 X3

o O O

X1+3XZ+4X3:0
= 3x1+3x,=0
4X1—4X3:O

< {x1:x2:x320

D’ou Ker(q) = {Or3} et donc rg(q) = 3.
On déduit que g est non dégénérée.
2)Ona

xf + 3x§ - 4x§ + 6X1xy + 8x1x3

q(x)

x1 +x7 (6x5 + 8x3)) + 3x% - 4x§

X1+ 3x, + 4x3) (3x2 + 4x3)2 + 3x§ - 4x§
2

(

= (xl + 3X2 + 4X3)
(x1 + 3%, +4x3)> =6 (xz + 4x2x3) 2Ox3
( )" -

2

X1+ 3%y +4x3)7 — 6 (x5 + 2x3)% + 4x§

Recherche d’une base orthogonale : On pose

X; = X1 +3x) +4x3
’
Xy = Xp + 2X3 ’

7
alors

X1 = x1 3x2 + 2x3
Xy = x2 2x3

D’ou X = PX , ou

92
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est la matrice de passage de la base canonique a la base orthogonale.
B ={u; =(1,0,0),uy =(=3,1,0),u3 = (2,-2,1)}.

3) La signature de g est sgn(q) = (2,1), et donc rang(q) = 3, ceci implique

que
ker(q) = {0}.
L'expression de q dans B’ est
q(x) = x? — 6x5 + 4x%?

7 7 7 4
tel que x,, x,, x5 sont les coordonnées de x dans B’

La matrice de g dans B’ est

1 0
D=0 -6 0
0 4

4) Soit x = (xi,xé, xg) € R3 un vecteur isotrope par rapport a g dans la base
B’ d’ou :

q(x) =0 o x? - 6x7 +4x = 0 & x? + 4xF = 6x7

Donc I'ensemble des vecteurs isotrope de g dans la base B’ est I’ensemble

des vecteurs x = (x/, x5, x% ) de R® qui vérifient ’équation : x’? + 4x/2 = 6x/2.
1742 X3 q q 1 3 2

Solution.

1) La matrice de g dans la base canonique de R est :

3 0 -1
M: 0 4: ’
-1 0 3

le polyndme caractéristique de M est :
Py(X)=-X3+10X%2-32X +32=(2-X)(X —4)%

Donc M admet deux valeurs propres : A1 = 2 valeur propre simple et A, = 4
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valeur propre double. Les vecteurs propres sont :

0 -1
0 «— 2, 11, 0 — 4
0

On remarque que {(1,0,1), (0,1,0), (-1,0,1)} est une base orthogonale de R3.
Ainsi on la base orthonormée de R3 est :

B = {g(l,o,l), (0,1,0), g(—l,o,l)}.

Donc il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D elles que :

2.0 0 g -V
P 'MP=PMP=D=|0 4 0|,P=| 0 1 0
00 4 Vg V2

2) Soit (x},x7,x3) les coordonnées de vecteurs x dans la base orthonormée B’,

d’ou I'expression de g dans cette base est :

2 00 X1
qx)=(xyx5x3)| 0 4 0 || x) |=2x7 +4xF +4x).
0 0 4 )\ x3)

Donc on déduit que la signature de g est sgn(g) = (3,0), ce qui donne le rang de
q est:

rg(q) =3+0=3=dimR3. D’ou dim(Ker(q)) = dim(]R3) -rg(q)=3-3=0.
Ainsi la forme g est non-dégénérée et définie positive.

3) Les vecteurs isotropes sont les vecteurs x qui vérifient g(x) = 0, ce qui donne

x = O3 car
gx)=0 o 2x7P+4xF+4x,=0
Y A
© x]=x,=x3=0.

Comme ker(g) est une partie de I'ensemble des vecteurs isotropes, on conclue
que :

ker(q) = {Ogs}. Ceci est confirmé par les résultats dans 2).

Solution. [4.8|
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1) La forme bilinéaire b associée a la forme quadratique g est donnée par :

bh:R3xR® — R
1 1

3 3
(x,9) > X191 +2X0) + 5X3Y3 — 5X1Y3 — 5 X391
2 2 2 2

La matrice de b c’est la matrice de g et elle est donnée par :

1
2

O Nlw

A=M(b,B)=M(q,B) =

S N O
N O

1
2
On peut calculer le noyau de b qui est le noyau de q par I'une des deux méthode

suivante :

Premiere méthode : On a :
Ker(b) = {x eR3:Vy eR3,b(x,p) = O} = (R3)L

Donc pour calculer les vecteur x de Ker(b) il suffit de remplacer le vecteur y
par les vecteurs de la base canonique de R3 et résoudre le systéme d’équation
obtenu.

Deuxieme méthode : Pour calculer le noyau il suffit de résoudre 1’équation
matricielle :

AX =0ps. D'ouona:

%xl—%x;;:O
AX=0 o 2%, = 0
—%X1+%X3:0
X]ZO

< X2:0

X3:0

D’ou Ker(b) = {Ogs}. On déduit que b (ou g) est non-dégénérée.
2) L'orthogonale de F par rapport a b est donné par :

PJ_

{xeR®:¥yeF bxy) =0}

= {xeR®:b(x,v)=0)
::{xeR%%ﬁ-2@+—%%:o}
:{xeR%x3:3m—4@}

= {x =(x1,%2,3x1 +4x5) =x1(1,0,3) + x,(0,1,-4); x1,x, € R}
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Ainsi
Ft =vect{u=(1,0,3), w=(0,1,-4))

3) Pour montrer que F et F- forment une somme directe de R? il suffit de

montrer que la famille {v, u, w} est libre. On a :

av+pu+yw=0r < a(1,1,0)+p(1,0,3)+y(0,1,-4) =(0,0,0)
o a=p=y=0.

D’ou la famille {v, u, w} est libre. Donc c’est une base de R3 = base de F union
base de F+.
4)Onav L uetv L wpourb, tan-disque b(u,w) =—-16 = 0. Donc on utilise

la méthode de Gram-Schmidt pour obtenir une base orthogonale. On pose
u' = u
) b(u, w)
w o= w-
q(u)

16 4
= ;1}_4 A 17 s =\5 1;
w=(01,-4)+15(1,03)= (51,0

Ainsi, on a {v,u,w’} une base orthogonale pour b. Maintenant pour obtnir {¢1, €;, €3}

une base orthonormée, on pose :

[V, )

T e 77
e (B0 %)
qu) \ 6 2
w’ 2V42 V42
& = q(w,):( 21 14’0)
Solution. [4.9]

1. La forme quadratique q est associée a f, donc il est évident que f est une
forme bilinéaire symétrique.

Ona: gq;(x) =q(a)g(x) - (f(a,x))2 la forme polaire de g; est donnée par :

@+ y) - a0 - 0, )

q(a)f (x,y) - f(a,x)f (a, ).

filx,y) =

L'application : x = g(a)f (x,v) est une forme bilinéaire symétrique.
Lapplication : x — f(a,x)f(a,y) est une forme bilinéaire symétrique car c’est
le produit de deux formes linéaires.

On déduit que x — g(a)f (x,v)—f (a,x)f (a,v) est une forme bilinéaire symétrique.
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Alors f; € SH(E) = g1 € Q(E). i.e. g1 est une forme quadratique sur E.
2.Soit x € E.

xe€Ker(q;) & fi(x,v)=0,VyeE
& q@f(xy)-faxflay) =0, YyeE
o fla@xy)—f(faxiay) =0, VyeE
o flalax-flax)ay)=0,VyeE
< qla)x—f(a,x)ae Ker(f)=Ker(q).

Donc
x € Ker(qy) © q(a)x— f(a,x)a € Ker(q). (4.2)

>Sig(a)=0

xeKer(q) & x-—

f(((z’x)a =z € Ker(q)

)

fla,
q(a)

= x € Ker(q)+vect(a).

& X=2z+

Donc Ker(qy) C Ker(q) +vect(a).
Dans l’équivalence (4.2) si on pose x = a on obtient

q(a)a— f(a,a)a=0g € Ker(q) © a € Ker(qy).

Donc a € Ker(qy).

Si x € Ker(q) alors f(x,y) =0, Vy € E, donc fi(x,p) = q(a)f (x,y) - f(a,x)f (a,y) =
0, Vy € E.

D’ou x € Ker(qy).

On a:ae Ker(qy) et pour tout x € Ker(q), x € Ker(q;) d'ou x +a € Ker(qy).
Donc Ker(q) +vect(a) C Ker(gqy). Alors du fait que a ¢ Ker(gq) on obtient

Ker(gqy) = Ker(q) ® vect(a).

> Siq(a) =
(.) Sia€Ker(q) alors g; =0 et donc Ker(qy) =
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(..) SiaeKer(q) alors

xeKer(q;) © filx,y)=0,VyeE

xeKer(q)) < qa)f(xy)-f(ax)f(ay)=0,VyeE
< flax)f(ay)=0,VyeE
< f(a,x) =0 (car a e Ker(q)).

& xe(vect(a))tf.

D’ou Ker(q,) = (vect(a))*/.

Conclusion :

Ker(q)®vect(a), si g(a) =0
Ker(qy) = E, siq(a)=0etaec Ker(q)
(vect(a))*f, sig(a) =0 et a g Ker(q)

3.SidimE =n< co.
D’apres le résultat ci-dessus et I'expression du rang rg(q,) + dim Ker(q;) =
dim(E) = n on obtient :

n—dimKer(q)—1=rg(q) =1, si q(a) # 0
re(q,) = n—dimKer(qy)={ 0 514(a)=0etacKer(q)
n—dim (vect(a))*/, si q(a) = 0 et a & Ker(q)

Solution. [4.10]
1.0Ona:

f(A): MR — R
B — f(A,B)=Tr(AB)

et

f(,B):M,[R) — R
A — f(AB)=Tr(AB)

sont deux formes linéaires ( car la trace est une forme linéaire). D’ou I’application :

f M, (R)xM,(R) — R
(A,B) — f(A,B)=Tr(AB)

est une forme bilinéaire (produit de deux formes linéaires).



CHAPITRE 4. FORMES QUADRATIQUES

De plusona: Tr(AB) = TR(BA) alors f est symétrique.
Ona: f(A,A) = Tr(A%) = q(A) donc q est une forme quadratique.

2. La signature : Posons A = (a;j)1<j,j<n €t A? = (bijh<ij<noOna:

q(A) = Tr(A?)

e
i=1
n n
- Y S

i=1 j=1

= ) @

1<i,j<n

n
= a% + a;ia;
- ii ek
i=1

1<i=j<n

n
i=1 1<i=j<n
n
i=1

1<i=j<n

D’ou sign(q) = (n +

Solution. [4.11]

q(x1, X9, x3) = (x7 + Xz)z +(x2 —x3)2 +(x —x3)2.

1) Soit : @1 (x) = x1 + X2, @2(x) = X3 —x3, P3(x) = x1 — x3.

1 0
Ona: det((pl,(pz,(p3)BO =det(Q)=|1 1
0 -1

Donc (@1, ¢,, @3) est libre. D’ou sgn(q) = (3,0).

aizi-l-i Z [(aij—i-a]-i)z—(aij—aji)z]
aizi-l-i Z (az-]-+aj,-)2—% Z (aij—aji)z.

99

Donc la forme quadratique associée a g est symétrique et définie positive donc

c’est un produit scalaire.

La matrice par rapport a By : Cherchons la base g-orthogonale :

’ _ 1.7 1., 1.,
X=X tX2 X1 =35X] — 35X, +35X3
I _ 1.7 1.0 1.7
Xy =Xp—X3 < Xy = 35X+ 35Xy, —5X3
’ _ 1., 1., 1.
X3 =X1—X3 X3 =3X1 7 2%772%3

D’ou X = PX’ ou

=
=

W= = =
N|—
W= No|—=
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est la matrice de passage de la base canonique B, a la base ¢,,-orthogonale B.

Ainsi
1 11 1 1 1 1 1 1
B = {(_; N _)l (__1 ~ __)} (_; - A __)}
2°2° 2 2°2 27\2 2 2
L'expression de g dans B est :
g(x) = xiz + xf + xéz.
Donona:
M(q,B) =" PM(q, By)P = I3.
D’ou

M(q,By) = (‘P) " P,

1 0 1
Ona:('P)" =matg(B)=| 1 1 0 |=QetP'="Q.
0 -1 -1
D’ou
2 1 -1
M(q,B))=Q'Q=| 1 2 -1
-1 -1 2

2.0na:F:x;+x2+x3=0o x3=—x; —x2d’ou
F =vect{w; =(1,0,-1),w, =(0,1,-1)}.
a) La forme polaire de g est b définie par :

b(x,y) = 2x191 + 2X297 + 2X3Y3 + X1¥2 + XoY1 — X1¥Y3 — X391 — X293 — X3Y2.
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D’ou

xeFt o bxwy) =0
b(x,wz):O

o 3X1+2X2—3X3:0
2.X'1 +3X2—3X3 =0

o { Xy = X1

_5
X3 = 3X1

Donc Ft = vect((3, 3, 5))
Déterminons une base g-orthonormée de F :

On a {w; =(1,0,-1),w, =(0,1,-1)} est une base de F. Donc par le procédé
de Gram-Shmidt on construit une base g-orthonormée (vy,v;,) de F a partir de

la base (wy,w,) comme suit :

wy =wy, q(w) =6
_ b(wy,wy) _(_5 1
D’oui la base g-orthonormée est : { v; = ——w; = (1,0,-1), v, = ——w), =
1 {1 wn) \@( bv2 q(wh) 2

b) Pour w5 = e5, on a : (wy,w,, ws) est une base de R3. D’ou

1 /
g(wy) 3
D’ou B = (vl,vz, v3) est une base g-orthonormée de R3.

Donc v; = w

Puisque la base B = (vl,vz,v3) est g-orthonormée, alors :
M(q,B) = L.

Solution. [4.12
Ona:

2

g(X1, ooy Xp) =

14 14 p
invi :<le-vi, inv,->.
i=1 1 i=1

1. L’application :

f:RPxRPF — R

(x,y)—>(x,y):< f:lxivir lexivi>
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est une forme bilinéaire symétrique sur RP ou f(x,x) = q(x) (f s’obtient de

Pexpression f(x,7) = 3(q(x +9) - q(x) - q(»))
Donc g est une forme quadratique sur R” de forme polaire f.

2. g est positive, alors
xeKer(q) & g(x)=0

(=

& x;=0,Vie[l,p]

Lt XZORp

D’ou Ker(q) = {Ogrp}.
Le rang de g est : rg(q) = dim RP —dim Ker(q) = p.
Solution.

1. On pose ¢ la forme définie par :

VP,QeR,[X], ¢(P,Q) = P(1)Q’(1) - P/(0)Q(0).

Cette forme est bilinéaire symétrique et sa forme quadratique est q. Donc g est

bien une forme quadratique. Un petit calcul nous donne
(p(aX2 +bX +c,aX?*+ V' X + c’) =4aa’ +2ab’ + 2ba’.

0 0 O
La matrice associée estdonc: A= 0 0 2

0 2 4
2. Notons N, le noyau de gq. Alors on sait que N, = Ker(A) = Vect(1). N, est

un espace vectoriel.

Pour déterminer le cone isotrope, remarquons que 1’on a
q(aX?+bX +c)=(2a+b)* ~b* = 4a’ + 4ab = 4a(a + b).

donc, en notant C, le cone isotrope,

C {PeRy[X], q(P) = q(aX? + bX +¢) = 0}.
{P(X) = aX?+ bX + c € R,[X]: 4a(a+b)=0}.

{P(X):aX2+bX+ceR2[X]: azOoua+b:0}.

q
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C, n’est pas un sous espace de E puisque X et X? - X sont éléments de C, alors
que
X?-X+X=X?eC,.

3. Puisque rg(A) = 2 < 3, 1a forme est dégénérée.
De plus, (1) = 0 donc la forme n’est pas définie. De g(X?) = 4> 0 et g(X?>-2X) =
—4 <0, on tire qu’elle est ni négative ni positive.

4. Puisque
¢ (aX?+bX +¢,X?)=4a+2D,
on en déduit que : aX? +bX +c € {XZ}l < b =-2a, ce qui donne
{x2}" = vect (1, X% - 2x).
5. Puisque
¢(aX?+bX +¢,1)=0,

on en déduit que {1}* = E.



Chapitre

Formes hermitiennes

Ce chapitre est I’analogue de I’étude des formes bilinéaires symétriques et
formes quadratiques dans les chapitres 2 et 4 quand on remplace le corps R
par C. De facon simplifiée : « on remplace le carré x> d’'un nombre réel par le
module au carré |z|* = zz d’un nombre complexe ». Ceci conduit a la notion de
forme hermitienne (analogue de la notion de forme bilinéaire symétrique), puis
de produit scalaire hilbertien sur C" (analogue du produit scalaire euclidien
sur R"). Un des avantages de se placer sur le corps C est 'existence de valeurs

propres et vecteurs propres, on obtient ainsi les importants théoremes de diagonalisation.

5.1 Reésume de cours

Dans toute cette section, E est un C-espace vectoriel.

Deéfinition 5.1. Soit F un C-espace vectoriel. On dit qu’une application f : E —
F est semi-linéaire (ou antilinéaire) si et seulement si : pour tout x,y € E,A € C
D) flx+y)=fx)+f()
i) f (Ax) = Af (x)
Remarque 5.1. Une forme semilinéaire est une application semilinéaire d’un

C-espace vectoriel dans C. i.e. si f : E — C est semilinéaire, alors f est dite

forme semilinéaire.

Exemple 5.1. 1. Soit f : C — C, z+> z, on a C est un C-espace vectoriel et pour
tout x,y,A € C

o flx+y)=(x+y)=x+y=f(x)+f(y)
o f(Ax)=(lx) = Ax = Af(x)

d’ou f est semi-linéaire.

104
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2.S0it f : C[X] —> C, P P(zp), zg € C.
On a pour tout P,Q e C[X],AeC:

d’ou f est semi-linéaire.
3. Montrer que l'application f : C* — C, f(x,v,2z) = x + 2y — z est semi-

linéaire.

Définition 5.2. On dit qu’une application h : EXE — C est une forme sesquilinéaire
sur E si et seulement si :

i) h est linéaire par rapport a la premiere variable

ii ) h est semilinéaire par rapport a la deuxieme variable
h(Ax+x",v) = Ah(x, )+ h(x,p)

c-a-d : Vx,x’,9,9' € E,V e C: -
h(x,Ay+7v’) = Ah(x,p)+h(x,v)

Remarque 5.2. Pour la définition d’une forme sesquilinéaire, on rencontre parfois
dans la littérature :
i) h est linéaire par rapport a la deuxieme variable.

ii) h est semilinéaire par rapport a la premiere variable.

Définition 5.3 (Formes hermitiennes). On dit qu’une forme sesquilinéaire h
sur E est une forme hermitienne sur E ssi h a la propriété de " symétrie hermitienne"

c-a-d. pour tout x,y € E,

h(y,x) = h(x,p).

On déduit de la symétrie hermitienne de h que pour tout x € E, h(x, x) = h(x, x),
d’ou h(x,x) € R.

Remarque 5.3. 1. On note par H(E) 'ensemble des formes hermitienne sur E; si
h,h’ € H(E) et a, B € R, on voit facilement que I'application ah+ ph’ : EXE — C

définie par
(ah+Bh') (x,y) = ah(x,p) + Bh'(x, p)

est encore une forme hermitienne. Par conséquent, H(E) est un R-espace vectoriel

( mais pas un C-espace vectoriel, car si A € C

mathbbR, alors Ah ne vérifie pas la propriété de " symétrie hermitienne" , Ah(x,p) #
Ah(x,v)).
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2. Remarquons que, pour vérifier qu'une application h : E x E — C est une
forme hermitienne, il suffit de voir que h vérifie la propriété de " symétrie
hermitienne" et est linéaire en la premiere variable; ces deux conditions impliquent

en effet et la semi-linéarité en la 2¢¢ variable, car :

h(x, Ay +v') = h(Ay + v, x) = Ah(y, x) + h(y’, x) = Ah(y, )+ h(y’, x) = Ah(x, 9)+h(x,v).

Remarque 5.4. La notion de forme hermitienne sur un C-espace vectoriel est

une « variante » de la notion de forme bilinéaire sur un R-espace vectoriel.

Exemple 5.2. 1. Soit h: C? — C, (z1,2,) > z;2,. Pour tout z1,2,2],25, 1 € C, on
a:

> h(Azy +21,25) = (/\21 +zl)zz = Az2, +zlzz = Ah(zy,25) +h(zl,zz)

> h(Zl,/\Zz + 22) = Zl(/\Zz-I—ZZ) =21 (/\22+22) = /\2122 + 2122 = /_\h(zl,z2) +

h(zl,zé), donc & est une forme sesquilinéaire.

> h(2,,21) = 2021 = 2021 = 212, = h(21,2,). donc h est une forme hermitienne.
2.S0it h: C? = C, (z1,2y) ¥ iz 25.
On vérifie de la méme facon que h est une forme sesquilinéaire. Mais pour tout

z1,z€C,ona:

]’l(Zz, Zl) iZZZl = —i2221 = —i2122 = —i2122

= —]’l(Zl, 22).

= h(zy,2;).

Donc h n’est pas une forme hermitienne.

Définition 5.4 (Formes quadratiques hermitiennes). Soit & une forme hermitienne

sur un C-espace vectoriel E. On dit que 'application

Q:E—-R,Q(x)=h(x,x)

est une forme quadratique hermitienne sur E. D’apres le lemme qui suit, h
est entierement déterminée par Q, et 'on dit que & est la forme polaire de Q.

Notons aussi que pour tout A € C, on a
Q(Ax) = h(Ax, Ax) = A (x, Ax) = AA(x,x) = AAQ(x) = |2 Q(x),

ou || est le module (ou la norme) de A € C.

Lemme 5.1 (Polarisation). Soient E un C-espace vectoriel, h € H(E) et Q 'application
E - R,x — h(x;x). Alors, pour tout x;y € E,on a:
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(1) Re (h(x,p)) = 5 (Q(x +1) - Q(x) - Q(¥)) = 1 (Qx +y) — Q(x —)).
(2) Im (h(x,9)) = 3 (Q(x +ip) — Q(x) - Q(¥)) = T (Qx +iy) — Q(x —iy)).
(3) 4h(x,y) = Q(x+y) - Q(x —p) +iQ(x +1y) —iQ(x — iy).

Désormais, on suppose E de dimension finie n.

Définition 5.5 (Matrices hermitiennes). Une matrice A € M,,(C) est hermitienne
si’A =A. On note MH,(C) I'ensemble de ces matrices, si A,B € MH,(C) ets,t €
R, alors sA+tB € MH,(C), donc MH,,(C) est un R-espace vectoriel (mais pas un
C-espace vectoriel). Observons que si A € MH,(C), ses coefficients diagonaux

a;; vérifient a;; = a;; donc a;; € R.

Définition 5.6 (Matrice d’'une forme hermitienne). Soit & une forme hermitienne
sur un C-espace vectoriel E de dimension 7 et soit B = (ey,...,e,) une base de E.
La matrice Matg(h) de h dans la base B est 1a matrice A = (a;j)1<;,j<n € My(C),

ou a;; = h(e;, ej). Comme h( 1-) = h(ei,ej) on a aj; = a;;, donc A=A ie Aec
MH,(C).
h est entierement déterminée par sa matrice A : en effet, d’apres la linéarité

(resp. semi-linéarité) en la lere (resp. 2 eme) variable, on a 1’égalité :

Vx,y € E,h(x,y) = h[szeuZ?] ]]
n n

xly]h(e,,e]) Zazjx V;- (5.1)

i,j=1 i,j=

Dong, si l'on note X, Y les vecteurs colonnes des coordonnées des vecteurs x,y

X1 1
respectivement c-a-d. X =| : |,Y=| : [e€C" onalaformule matricielle

xn yn
h(x,y) =" XAY.

Réciproquement, pour tout A = (a;j)1<i,j<n € M,(C), I'application hy : E x
E — C définie par hy (Z?Zl x;e;, 2?21 yje]-) = ZZ}':I a;;x;y;j est une forme hermitienne
sur E, et Matg(h,) = A. Donc, se donner une forme hermitienne sur E « est
la méme chose » que se donner une matrice hermitienne : de facon précise,

I’application
W, : H(E) — MH,(C)

h+— Matg(h)
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est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

Théoréeme 5.1 (Changement de base). Soient h une forme hermitienne sur un
C-espace vectoriel E de dimension n, B = (ey,...,e,) une base de E telle que A =
Matg(h). Si B” est une autre base de E et P la matrice de passage Matg(B’). Alors

A’ = M&Zth (l’l) :t pAF

Définition 5.7 (Expression d’une forme quadratique hermitienne). En séparant,
d’une part, les termes x;y; et, d’autre part, les termes xl-y_]- avec i # j, la formule

(*) se réécrit de la fagon suivante (puisque a;j; = a;; pour tout i = j) :

n

h(x,y):Za,-ixiﬁ+ Z (aijxifj+@xjﬁ).

i=1 1<i<j<n

En particulier, prenant y = x (i.e. y; = x; pour tout i), on voit que la forme
quadratique hermitienne Q associée a h est donnée par la formule suivante

(noter que x;x; = Ix;[%) :

n n

Q(x):Za,-i|xi|2+ Z (aijxix_j+mxj)=zﬂii|xi|2+2 Z Rz(aijxix_j).

i=1 1<i<j<n i=1 1<i<j<n

On voit donc apparaitre les carrés des modules des x;, et les parties réelles des
doubles produits x;X;. Pour abréger, on parlera de « carrés de modules » et de

« doubles produits ».

Définition 5.8 (Rang d’une forme hermitienne). Soit & une forme hermitienne
sur un C-espace vectoriel E de dimension 7 et soit B = (ey,...,e,) une base de E.
(1) On définit le rang de h par rang(h) = rang(A), ou A = Matg(h), ceci ne
dépend pas du choix de la base B.
(2) On dit que h est non-dégénérée si rang(h) = dimE, i.e. si sa matrice dans

une (et donc dans toute) base de E est inversible.

Définition 5.9 (Orthogonalité). Soit h une forme hermitienne sur un C-espace
vectoriel E.

(1) On dit que deux vecteurs x,y € E sont orthogonaux (pour h) si h(x,y) =0;
ceci équivaut a dire que h(y,x) = 0 (puisque h(y,x) = h(x—,y) et vice-versa). Plus
généralement, on dit que deux sous-ensembles X,Y de E sont orthogonaux si
l'on a h(x,y) = 0 pour tout x e X et p € Y. On notera X L Y pour signifier que X
et Y sont orthogonaux.
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(2) Pour tout sous-ensemble Y de E, on définit son orthogonal (relativement
ah),noté Y+ par: Yt ={xeE|h(x,y)=0,Yy € Y} c’est un sous-espace vectoriel
de E (méme si Y n’en est pas un); de plus, on a les propriétés suivantes :
YCZ=2ZtCcY!, YL =Vect(Y)'. En particulier, si Y = F est un sous-
espace vectoriel de E et si (fi,..., f,) est une famille génératrice de F, alorsF+ =
{fi,.- fp} {xeE|h(x, f;)=0, Vi=1,..,p).

(3) On pose ker (h) = {x € E | h(x,y) = 0,Vy € E} et on 'appelle le noyau de h.
On dit que h est non-dégénérée si ker (h) = {0}.

Théoreme 5.2 (Orthogonal d’un sous-espace). Soit h une forme hermitienne sur
un C-espace vectoriel E de dimension n et soit F un sous-espace vectoriel de E, de
dimension r.
( )Ona F C(FL)* et dimF+ > dimE —dimF.
(2) ker (h) = {0} © h est non-dégénérée.
(3) Si h est non-dégénérée, on a dim F+ = dimE —dim F et F = (F1)".
(4) Si FNF+ ={0}, alors E = F® F+.

Définition 5.10 (Bases orthogonales). Soit E un C-espace vectoriel de dimension
n et soient h une forme hermitienne sur E, et Q la forme quadratique hermitienne
associée. Soit B = (eq, ..., e,) une base de E

(1) On dit que B est une base orthogonale pour h (ou pour Q) si h(ei,ej) =0
pour i #j.

(2) Ceci équivaut a dire que la matrice A = Matg(h) est diagonale; si I'on
note 1q,..., A, ses coefficients diagonaux (qui sont réels) et (z1, ..., z,,) les coordonnées

dans la base B, ceci équivaut encore a dire que : Q(z1,...,2,) = A1 |2 4.4, |z,

Théoréme 5.3 (de Sylvester dans le cas hermitien). Soit h une forme hermitienne
sur un C-espace vectoriel E de dimension n, et soit Q la forme quadratique hermitienne
associée.

(1) 1l existe une base B de E orthogonale pour h.

(2) Soient B = (ey,...,e,) une base orthogonale pour h et D la matrice diagonale
Matg(h). Quitte a ré-numeéroter les e;, on peut supposer que les coefficients diagonaux
Aty Ay € Rsont non nuls et que A; = 0 pour i > r. Notons (zy,...,2,) les coordonnées
dans la base B, alors :

(@) On a Q(z1,...,2y) = A1 21?4 + A, |2,]%

(b) Soit p (resp. q) le nombre d’indices i tels que Q(e;) > 0 (resp. < 0). Alors p
et q ne dépendent pas de la base orthogonale choisie.

(c) Le couple (p, q) s’appelle la signature de h; on a p+q =r = rang(h).

(d) ker(h) est le sous-espace Vect(e,y1,...,e,), donné par les equations

z1=0=..=2z,.
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(3) De plus, on peut choisir B de sorte que la matrice diagonale D = Matg(h) ait
pour termes diagonaux (1,...,1,-1,...,—1,...,0,...,0), le nombre de 1 (resp. —1) étant

p (resp. q).
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5.2 Exercices

Exercice 5.1. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension 2 et f une

application définie par :
f + ExE—-C
(%, 1) = 3x191 + %20, + (L +1)x1 92 + (1 —1)x91

1) Montrer que f est une forme hermitienne.
2) Donner la matrice de f dans la base canonique de E.

3) Montrer que f est non dégénérée.

Exercice 5.2. 1. Les applications suivantes sont-elles des formes sesquilinéaires
hermitiennes?
(a) h; : C3 xC3 — C donnée par :

hl (X,y) = le_l + 3X23_}2 + 2Z.X3y_3 + (2 + 3i)x1y_2 + (2 - 31)X2y_1 + (1 - SZ')Xzy_g, + (1 + 5i)X3}7_2.
(b) hy : M, (C)x M,,(C) — C donnée par
hy (A, B) = tr("A-B).

2. Soit E l'espace des fonctions continues de [0,1] vers C. Pour f € E et

f =a+ibavec a,b deux fonctions a valeurs réelles, on pose

bff(x)dx = z)Ila(x)dx +1 j b(x)dx.

Montrer que

h3 : EXE—>C

1
h(frg) = ff<x>.ﬁdx
0

est une forme sesquilinéaire hermitienne.

Exercice 5.3. E est un espace vectoriel sur C.
1) Parmi les application suivantes de E x E vers C, déterminer lesquelles

sont : Sesquilinéaires, Hermitiennes.



CHAPITRE 5. FORMES HERMITIENNES 112

f + ExE—-C

(a,b) — (1 +1i)a by +2a,by

g ExE—-C
(a,b) — a;by + (1 = 2i)asby + (1 + 2i)a; by

avec E=C?,a=(aj,a,) et b= (by,by).
2) Donner la matrice de g dans la base canonique de C2.

3) Montrer que g est non dégénérée.

Exercice 5.4. On pose : E = C3, et on définit I’application g de E dans C par :
g(x) = |x11% + 3|x0]% + 6)x3|* + iX7x, — ix, X5 + 2ix,X5 — 21X 3.

a) Démontrer qu’il existe une forme hermitienne f : E x E — C telle que
pour tout x, f(x,x) = g(x).
b) Calculer la matrice de f dans la base canonique.

c) Calculer une base orthonormale de f.

Exercice 5.5. Soit E = C? avec sa structure hermitienne canonique. Soit F le
sous-espace d’équation x; — x, +ix3 = 0.

a) Calculer l'orthogonal de F.

b) Calculer la matrice de la projection orthogonale sur F dans la base canonique.

¢) Trouver une base orthonormale de F.

Exercice 5.6. Soit A € M, (C) une matrice hermitienne. Soit v un vecteur propre
de A associé a la valeur propre A.
—\t
1) Montrez que : (Av) v =) Av.

2) Utilisez le résultat précédent pour déduire que A = ).

Exercice 5.7. Soit n € N. On considére le C-espace vectoriel C,,[X] des polynomes

de C[X] de degré inférieur ou égal a n ainsi que l'application

(,)y : C,X]xC,[X]—C
27

(P.Q)— o [ P(e")Qfet)at.

27 )y

1. Montrer que (., .) est un produit scalaire hermitien sur C,[X].

2. Montrer que la base (1, X, ..., X") de C,[X] est une base orthonormale par
rapporta (., .).
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3. En déduire, pour P € C,[X], I'expression de la quantité ||P|| en fonction
des coefficients du polynome P (ou ||.|| désigne la norme hermitienne associée

au produit scalaire hermitien (., .)).

Exercice 5.8. Soit (E,(.,.)) un espace hermitien et soit f € L(E) un endomorphisme
de E. On suppose que, pour tout x € E,(f(x),x) = 0.

a) Montrer que pour tous x,y € E, on a (f(x),y) = 0.

b) En déduire que f est 'endomorphisme nul.

c) Peut-on démontrer la méme chose dans le cas euclidien?

Exercice 5.9. Soit la forme quadratique hermitien g définie sur C> par :
q(x,v,2) = Ix|? = |z|* - ixp+ixy+(1+i)xz+ (1 —-i)xz+ (2 -1)yz+ (2 +1i)yz.

1. Déterminer la matrice de g dans la base canonique B de C3.
2. Décomposer g en somme de carrés de modules.
3. En déduire la signature et le rang de q.

4. Déterminer une base orthonormée par rapport a g de C3.

Exercice 5.10. Soit E = C considéré comme R-espace vectoriel.
1. Montrer que, (z,w) = Re(Zw) définit un produit scalaire euclidien sur E.
2.Soita,p€C, Ua,p I’endomorphisme de E défini par :

Uuqp(z)=az+pz, Vz€E.

a. Donner l'adjoint de u, g.
b. Quand Ua,p est-il symétrique, orthogonal, une rotation, une projection

orthogonale ?

Exercice 5.11. (Supplémentaire)
Soitn>3,G= {1,w,w2...,w”‘1}, w = eth et E = F(G,C). Pour tout (f,g) € E?

on pose :

n—1
(f8)=) flwhgwt)
k=0

1. Montrer que E est un C-espace vectoriel de dimension .

2. Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur E.

3. Pour k €{1,2,...,n—1{, soit f; € E définie par: Vz e G, fi(z) = \Z/—kﬁ

On considere ’'application U de E dans E définiepar:Vf € E, Vze G, U(f)(z) =

f (wz).
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a) Montrer que U est un endomorphisme unitaire de E (i.e. (U(f), U(g)) =
(f.8), Vf.g €E).

b) Montrer que pour tout k € {1,2,...,n—1{, f; est un vecteur propre de U.

c) En déduire que (fy, fi,--., fu_1) est une base orthonormale de E.
4.Pour A €[0,1],onpose: Ay =Idg—AU—-(1-1)U".

a) Montrer que pour tout A € [0,1], A, est un endomorphisme normal de E
(i.e. A, et son adjoint A’ commutent : Ay 0 A = A 0 A)).

b) Pour quelle valeur de A, A, est-il un endomorphisme hermitien ?

c) Dans le cas ou A) est hermitien, montrer que A est positif.

Exercice 5.12. (Supplémentaire)

Soit A € M, (C).

1. On suppose qu’il existe une matrice unitaire U (UU* = U*U = I) telle
que A* =AU, ou A" = (Z)t est la matrice adjointe de A.

Montrer que AU = UA et en déduire que A est normale.

2. On suppose que A est normale. Montrer qu’il existe une matrice unitaire

U telle que A" = AU. On pourra commencer par traiter le cas ou A est diagonale.

Exercice 5.13. (Supplémentaire)

Soit M € M, (C).

1. Montrer qu’il existe un unique couple (H, L) de matrices hermitiennes tel
que M =H +iL.

2. Montrer que M est normale si et seulement si HL = LH.
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5.3 Corrige d’exercices

Solution.
1) Pour tout x,y,z€ Eettout A€ Cona:

fx+Az,p) = 3(x1+Az)y1 + (X2 + Az0)v + (1 + 1) (x1 + Azy) v + (1 — 1) (x0 + Azo)yq

f(x,9)+Af(z).

D’ou f est linéaire par rapport a x.

On peut montrer que f est semilinéaire par rapport a p i.e.

Vx,9,z€ EEYA€C, f(x,v+Az)=f(x,v)+Af(z,p).

Donc f est une forme sesquilinéaire. D’autre part on a :

3X1})_1+ Xzy_2+ (1 + Z.)le_z-l— (1 - i)XQy_l
3})_1)(1 +%X2 + (1 + i)}}_le + (]. - l.)y_1X2
39171 +¥oXp + (1 —1)yox7 + (1 +1)y1 X

f(®,x).

f(xp)

D’ou f est une forme hermitienne.
2)Ona:

fry) = xi(397+(1+i)73)+xo(P2+ (1 - i)37)

31+ (L+i)ys | 3 1+ iz
(xlxz)[ T+ (177 )—(Xlxz)(l_i 1 ][_)

EXMY.

1-1 1
3) On remarque que det M =1 # 0, d'ou rgf =rgM = 2. Alors f est non

3 1+1i
D’ou la matrice de f dans la base canonique est M = )

dégénérée.

Solution.
1. (a) Pour tout x,y,z € C3 et tout A € C on peut montrer que :

hl()\x+z,y) (/\Xl +Zl)y_1 + 3(/\3(2 +22)}_)2 + 21 (Ax3 +Z3)y_3 + (2 + 31)(/\3(71 +Zl)y_2
+(2 - 31)(/\X2 +Zz)y_1 + (1 - 51)(/\3(2 +22)y_3 + (1 + 51)(/\X3 +23)y_2.

Ahy (x,9)+hy (2,)

3191 + %29 + (1+1)x1 95 + (1= )x97 + A(32191 + 2295 + (1 + i)z1 95 + (1 - 1) 2597
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De méme on montre que :

hi(x, Ay + 2) x1(Ap1 +21) + 3x2(Ays + 20) + 2ix3(Ay3 + 23) + (2 + 31) x1 (Ay, + 25)

+ (2 - 31)XZ(/\}}1 + Zl) + (1 - SZ)XZ(/\}}:; + 23) + (1 + 51)X3(/\y2 + 22).
= Ay (x,9) +hy (x,2).

D’ou h; est une forme sesquilinéaire. D’autre part on a:

hi(y,x) ylx_l +3V29_62+2i}’3x_3 +(2+3i)y19€z+

(2 - 31)3}23(?1 + (1 - 51)})29(1_3 + (1 + 51)?33(?2

hl(x,y) = xly_l+3x23;2+2ix3y_3+(2+3i)x1y_2+

(2-3i)x09; + (1= 51) x93 + (1 + 5i) x39,
= Y1y + 392 — 2iy3x3 + (2 - 31) yox; +

(2+3i)y1x0 + (1 + 51) y3xp + (1 — 51) pyxs.
= h(y,x)

D’ou hy est une forme sesquilinéaire non hermitienne.
(b) Pour tout A,B,C € M,,(C) et tout A e C

hy(AA+C,B)

tr(f(AA+C).§)

= tr(A'AB+'C.B)

= Atr('A.B)+tr('C.B)
= hy(A,B)+hy(C, B),

et

]’12 (A, AB + C)

tr('A (1B C))
- tr(/_\.tA§+tAE)

= /_\tr(tAE)+tr(tAE)
= Ahy(AB)+h,(A,C).

D’ou h, est une forme sesquilinéaire. D’autre parton a:

h,(B,A)

tr(tB.Z) = tr! (tB.Z)
= tr(tZ.B),
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et

hy(A,B) = tr(tA.

= tr(t

= tr(t

0N
| &

s
S —

NN

B).
Alors, hy (B,A) = hy (A, B). D’ou h, est une forme sesquilinéaire hermitienne.
2. Pour tout f,g,k e Eettout A e C

1

3(Af+kg) = j/\f+k g(x)dx

0
1 1

A fx)gx)dx+ | k(x)g(x)dx
J oo |

Ahs(f,8)+h3(k,g).

De méme on montre que :

hs(f,Ag+k) = | f(x).(Ag+k)(x)dx

o

1

= f(x dx+ f(x
f Jroi

= Mhs(f,9)+hs(f, k).

D’ou h, est une forme sesquilinéaire. D’autre parton a:
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et

D’ou h; est une forme sesquilinéaire hermitienne.

Solution. [5.3|

1) On peut vérifier facilement que

o

J
0

h3 (g, f).

f(Aa+a,b)=Af(a,b)+ f(a,b)

Va,a’,b,b’eE,VAec:{ &

faAb+b")=Af(a,b)+f (a])

donc f est sesquilinéaire. D’autre part

f(b,a)=(1+i)bya; +2bya; = (1 +i)a; by +2a,by = f(a, b),

d’ou f est une forme sesquilinéaire non hermitienne.

118

De méme on peut vérifier facilement que g est sesquilinéaire. D’autre part

g(b,a)

bla'l_ (1 —Zl.)bza+ (1 + 21)17161_2
ayby + (1= 2i)arby + (1 +2i)a; by

g(a,b),

d’ou g est une forme sesquilinéaire hermitienne.

2)Ona

g(a,b)

ayby + (1= 2i)a,by + (1 +2i)a; b,
a (E+ (1+ 2i)b_2)+a2(1 ~2i)b;

(@ ay) by +(1+2i)b,
P a2,

1 1+42i )\ by
@ a2)(1—2i 0 )(_2)

‘(A)MB, on A:( 4 ] ,B:[

aj
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1-2i 0
3) On remarque que : det(M) = -5 # 0, donc rg(M) = 2 =dimE, d’ou g est

1 1+2i
donc la matrice de g est M = [ : ]

non dégénérée.

Solution. [5.4/a) On peut calculer la forme hermitienne associée a q directement,
ou matrice de g, ou formule de polarisation (mais c’est galere a calculer). On

obtient :

f(x,9) = x191 + 3x,95 + 6X3Y3 + X1 Yy — iX,91 + 2iX3)) — 2iX5Y3.

La forme f est évidemment hermitienne.

1 i 0
b) La matricede fest: A=| —i 3 -2i
0 21 6

c) On part de la base canonique, et on applique Gram-Schmidt :
v1 =(1,0,0) est le premier vecteur de la base.

Pour calculer v,, on projette (0,1,0) sur 'orthogonal de v;, donc on cherche
A e C tel que (0,1,0) + A(1,0,0) = (A,1,0) soit orthogonal a (1,0,0). On résout
f((A,1,0),(1,0,0)) =0, et on trouve A = —i. D’ou v, = (-1, 1,0).

Pour v3, on projette (0,0, 1) sur 'orthogonal de v; et v,, donc on cherche A
et p tels que (0,0,1) + Avy + pv, soit orthogonal a v; et v,. On résout comme
précédemment (sauf que la, on a deux équations au lieu d’une) et on obtient
A=0etpy= % D’ou v3 = (%,%,1).

Finalement, on normalise les trois vecteurs obtenus et on trouve la base

orthonormale suivante : (1, u;,u3) ou

Uy = ——v, = %(1,0,0) =(1,0,0)

— =1
Uy = q(vz)vz_ﬁ( i,1,0)

__1 N2(1i1)=
= Va2 7 (3 51)=

Solution. [5.5/a) On a :

F = {xeC3:x1—x2+ix3:O} (5.2)
= {xe(C3:x1 :X2—iX3] (5.3)
= {x: (x7 —ix3,X3,X3) :x2(1,1,0)+x3(—i,0,1)} (5.4)
= vect{v1 =(1,1,0),v, = (—i, 0,1)}. (5.5)
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D’ou F+ = {x €C3,VYyeF, (x,9) = 0}, donc on résout le systeme suivant

{<x,v1>:o @{ X1 +%=0 @{Xzz—xl (5.6)

(x,v5) =0 —ix1+x3=0 X3 = iX]

Alors F1 = vect{(l,—l,i)}.

b) Comme dans la méthode de Gram-Schmidt : on cherche la projection
de (1,0,0) sur F parallelement a (1,-1,i). On calcule donc le produit scalaire
de (1,0,0) + A(1,-1,7) et de (1,—1,i), et lorsque ce produit scalaire est nul, on
obtient la bonne valeur de A.

((1+A,-1,i1),(1,-1,i))=0= A =-1.Demémeona:

Donc on a (1,0, 0) projeté sur (0,1,—i), et ainsi de suite.

((0,1,0)+ A(1,-1,i) = (A, 1-1,id),(1,-1,i))=0= A =1
D’ou (0,1,0) est projeté sur (1,0,i). On trouve aussi que (0,0,1) est projeté
sur (i,—1,0). D’ou la matrice de la projection orthogonale sur F dans la base

canonique est

0 1 1
1 0 —i
-1 1 0

c) Méthode de Gram-Schmidt appliquée a une base quelconque de F. Comme
on a trouvé dans la question (a) que {vl =(1,1,0),v, = (-1,0, 1)} est une base de

F, donc en appliquent le procédé de Gram-Schmidt a cette base comme suit :

On a: ||vyll = V(vy, v1) = VX %1 + X%, + x3%3 = V2 et donc

U =v = (1,1,0)

Uy = vy — <mg>v1 = (-,0,1) = 5(1,1,0) = (-4, 4,1).

On a [lugll = Vg iy = \(~5) 5+ 5 (-5) + 1x 1=\

ol
Solution. [5.6]
1) On rappelle qu'une matrice complexe A est hermitienne si et seulement
siA =A%, ou A" = (A).
Ona: (E)t V= (Zi)t V= (?)t(Z)t v=) A=) Av.

2) Du résultat précédent, on obtient

D’ou on obtient une base orthonormée pour F qui

(¢

(E)t v=w"Av
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Puisque v est un un vecteur propre de A donc non nul. On en déduit que A = A.

Solution.

1. Montrons que (.,.) est un produit scalaire. i.e. montrons que c’est une
forme sesquilinéaire, qui vérifie la propriété de symétrie hermitienne et définie
positive.

> Pour tout P,Q,Re C,[X]ettout A€ Cona:

27
(P+AR,Q) = % O (P+AR)(e'") Q(e')dt
27
= % ( )Q dt+A—J )dt
= <P1Q>+/\<R1Q>

D’ou la linéarité par rapport a P.

1 271
21

1 (" it A (it —1 [ it it
= - ; P(e )Q(e )dt+/\%JO P(e )R(e )dt
= (P,Q)+ A(P,R)

(P,Q+ AR) P(e"")(Q+ AR) (et )dt

D’ou la semi-linéarité par rapport a Q.
On déduit que (., .) est une forme sesquilinéaire.
> Pour tout P,Q € C,[X]ona:
1 27
21
1 21

= 5 ) P(eit)Q(eit)dt

= (P, Q).

(Q, P)

Q(e”)P(e”)dt

D’ou (., .) est une forme hermitienne sur C,[X].

> Définie positive : Pour tout P € C,[X]on a:

1 271 ) -
(P,P) = — P(e'")P(eit)dt
1 027z

= 2 ) IP(e")Pdt > 0.
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D’ou (., .) est positive. D’autre part on a

1 21 )
(P,P)=0 @.E§J;|P@ﬂﬁm:0
c>|p(aq|:o
s P=0.

D’ou (., .) est définie donc définie positive.
Donc (., .) est un produit scalaire hermitien sur C,[X].
2. (1,X,...,X") de C,[X] est une base orthonormale par rapport a (., .) si et

seulement si pour tout j,k €[1, n]:

i, xky = O TP
1, =k

Supposons que j # k :

vk L (7 i ik N i
(X7, X%y = — e'Ve dt = — et Tt
27'( 0 27_( 0
R B T
- 2n[uj—kf l
_ 1 i(j-k)2m 0
2nuj—kﬂe ']
1
= —|1-1
ZT(i(j—k)[ ]
= 0.

De plus pour tout k € [1, n]on a:

1 2 ) 1 271
<Xk, Xk) — _f ol (kt) p=i(kt) g4 — _f dt
27t J, 21 )

1
= E;FEH

1
= Z[2n—0]
= 1.

D’ou (1,X,...,X") est une base orthonormale de C,[X] par rapport a (., .).
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3. Pour tout P C,[X]ona:P(X)=ag+a; X +...+a,X", ou ay,ay,...,a, € C.

2 1 it))2
PP = (P, P)= 52 | IP(e")Pa
21 ) )
= EJ |ao+ale”+...+anemt|2dt
0
L[ it int)\* o it int\\*
= o . (Re(a0+a1e +...+a,e ))dt+% . (Im(a0+ale +...+a,e ))dt
= M,MER,M>0.
D’ou ||P|| = VM.
Solution. [5.8§]

a) Pour tout x,y€ Eona:

(fix+y),x+1)=0 & (f(x)+f(¥),x+p)=0
& (f(x),x)+{f(x), ) +{f@)x)+{f(¥),y)=0

e (fx),n+{f(¥)x)=0 (5.7)
(fx—iy)x—ip)=0 o (f(x)-if(y),x—iy)=0
& (f(x),x)+{(f(x),=iv) + (=i f(v),x) + (=i f(y),—ip) = 0
e (flx),—iy)—i{f (), x) +(f(=iy),—iy) = 0
e i(f(x)y)-i{(f(¥),x)=0
e (f(x),»-{f¥),x)=0 (5.8)

La somme de (5.7) et (5.8) nous donne (f(x),y) = 0 pour tout x,y € E.

b) Puisque f est un endomorphisme de E, alors pour tout x € Eona f(x) € E.
Donc on peut remplacer y par f(x) et on déduit que pour tout x € E, (f(x), f(x)) =
0. D’ou

If(x)>=0e f(x)=0, Vx€E

En déduire que f est I'endomorphisme nul.

c) Dans le cas réel (euclidien), ce n’est plus vrai : par exemple en dimension
2, la rotation r d’angle % envoie chaque vecteur sur un vecteur orthogonal, mais
n’est évidemment pas nulle. i.e. (r(x),x) = 0 mais r est un endomorphisme non

nul.

Solution. 1. A partir de I'expression de g ou en écrivant g sous la forme

g(X) = XMX on déduit que la matrice de g dans dans la base canonique B de
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C3 est :

1 -1 1+1
M =M(q,B) = i 0 2-i
1-1 2+1 -1

2. La décomposition en carrés de modules de :
q(x,v,2) = x> = |z|? —ixy +ixy + (1 +i)xZ2+ (1 — )Xz + (2 — i)yZ + (2 + )Pz

q(x,v,2) |x|? + 2Re(i§y +(1- i)%z) + 2Re((2 - i)yZ) —|2)?
= [xI”+ 2Re(%(ip + (1 - 1)) ) + 2Re((2 - 1)yZ) - |2I’
= Jx+iv+(1-i)z]> —|iv+(1—i)z]> + 2Re((2 - i)yZ) —|z?
= x+iv+(1-i)z> =y + (-1 -i)z)> + 2Re((2—i)y§)— ER
= Ix+ip+(1-i)z> =y —2Re((—1 +i)yz) -2l + 2Re((2—i)y§)—|zl2
= |x+ip+(1-i)z> - [|y|2 +2Re((-3+ 2i)yz)] —3|z|?
= |x+iy+(1- i)z)? - ly+ (-3 - 2i)z)* +10|z|?
3. La signature est sgn(q) = (2,1) et lerang est rg(q) =2+1 = 3.
4. Base orthonormée :

X' =x+iy+(1-i)z x=x"—1y"+(1-2i)7
YV =9-(3+2i)z < =9 +(3+2i)7

7z =z z=2

Donc la matrice de de la base canonique B a la base orthogonale est :

1 -1 1-2i
0 1 3+2i
0 O 1

La base orthogonale est {(1,0,0),(-7,1,0),(1 — 21,3+ 21,1)}.
Par conséquent la base orthonormée par rapport a g de C3 est : {(1, 0,0),(-1,1,0), V%(l — 21,3+ 21,

Solution. 1. Pour tout y,z,we Cettout A€ Rona:
y+Az,w) = Re((y + /\z)w) = Re(fw + /\Zw) = Re(?w) + /\Re(iw) =(yp,w)+ Az, w)

D’ou la linéarité a gauche et par la méme méthode on montre la linéarité a

droite. Par conséquent (z,w) est une forme bilinéaire sur E.
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La symétrie :

(z,w) = Re(Zw):Re(%)
= Re(zﬁ):Re(Ez)

(w, z).
Définie positive :

(z,2z) = Re(Ez) = Re(|z|2) =z > 0.
De plus

(z,2)=0 & |z>=0
& z=0
Donc (.,.) définie positive alors c’est un produit scalaire euclidien sur E.

2. a. Cherchons l'adjoint de : u, g(z) = az+ pz, Vz€E.

Pour tout z,w € E

(o ()W) = (az+fZw)
= (az,w)+{(fz,w)

= Re(ﬁw) + Re(ﬁw)
= Re(E(Ew)) + Re(ﬁwz)
= (z,aw)+{(fw,z)

= (z,aw)+(z, pw)

= (z,aw+ pw).

D’ou l'adjoint de u, g est : u;’ﬁ(w) =aw+ pw. D’'ou u;’ﬁ = Ug, g-
b. > Etudions la symétrie de Ug,p

Ug,p st symétrique si et seulement si “Z,/s =g, p

* p— —
Ma’ﬁ —Ma'ﬁ L Ma’ﬂ = Ma’ﬂ
& F=a, p=p

© aeR, peC.

> Etudions 1'orthogonalité de u,,, IE
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Ug,p est orthogonal si et seulement si u, g o ”Z,/z =1Ig

Ug,p 0y 5 =1IE Vz€E, ug, oy, g(z) =2
Vz€E, uyp(az+pz)=z
Vz€E, a(az+[ﬁ)+[)’(m) =z
VzeE, aaz+afz+pfaz+ppz=z
VzeE, (lal’ +|p> - 1)z+2apz =0

lal? +|pl*~1=0et2ap =0

¢t o0 00O

Donc u, g est orthogonal si et seulement si (a = 0 et || = 1) ou (B = 0 et
la] =1).

> U, g est une rotation?

Ug,p est une rotation si et seulement si u, g est orthogonal et det (ua,ﬁ) =1.

Soit B =(1,i) la base canonique de C. D'ouon a:

ta, (1) = a+ f ettt 5(i) = (a = B)

D’ou la matrice de u,,4 dans la base B est

M(u B)— Re(a+p) Re((oc—/i)i)
wp =) Im(a+p) Im((oc—ﬁ)i)

det(ua’/g) = det(M(ua,ﬁ, B)) = Re(a +ﬁ)1m((a —ﬁ)i)—Re((a —ﬁ)i)[m(a +B)

Onposea=a+ibet f=c+id,ouab,c,deR.

oSia=0et|f|=1ona:

[ Re(B) Re((-p)i) | (¢ d
M<”“’ﬁ’3)‘[ Im(p) I (~p)i) )_[ d )

D’ou det(ua,ﬁ) = —((:2 + d2) = —|BI> = -1, donc Ua,p MWest pas une rotation.

oSip=0et|a|=1ona:

M (g, B) = ( a b ]
b a

D’ou det(ua,ﬁ) =a?+b%=|al®> =1, donc Uq,p est une rotation.

Alors u, g est une rotation si et seulement si f =0 et |a| = 1.

> Uy, p €St une projection orthogonale?

Uq,p st une projection orthogonale si est seulement si 1, g est un projecteur

et u,, g est symétrique.
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i.e. uﬁlﬁ =Uq,p0Ug,p=Ugpeta€R.

uﬁ’ﬁ(Z) =g p(2), V2€E & ugglaz+pz)=az+pz VzeE
& alaz+pz)+plaz+pz)=az+pz, VzeE
= (a2+|ﬁ|2—a)z+(2a[j’—[j’)2:0, VzeE
& a’+|pP-a=0etp(2a-1)=0
o 1

(/3:0 et 0(2—01=0) ou (a:% et |/3|2:Z)

& (B=0et a=0) ou (B=0et a=1) ou (a:%et |/3’|:%)
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