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Chapitre 2 : Ensembles, Relations binaires et Applications

| Chapitre 2 : Ensembles,
Relations binaires et
Applications

Les ensembles, fondamentaux en mathématiques, représentent des collections d'objets distincts. Les relations
binaires établissent des correspondances entre les éléments de deux ensembles, définissant des liens ou des
interactions spécifiques.

Objectifs du deuxieme chapitre :

1. La compétence a appliquer ces concepts se démontre par la capacité a effectuer des opérations sur les
ensembles, comme I'union ou l'intersection, pour générer de nouveaux ensembles intermédiaires.
Ensuite, utiliser ces concepts en les appliquant dans la réorganisation des informations et I'analyse des
problémes mathématiques, mettant ainsi en pratique les relations binaires et applications.

2. Identifier les termes caractéristiques d'une relation d'équivalence et d'une relation d'ordre afin de
démontrer une compréhension claire de ces concepts. Ensuite, appliquer ces connaissances en utilisant
les propriétés des relations pour calculer une classe d'équivalence .

3. Calculer ''mage directe et l'image inverse d'une application en appliquant les regles pertinentes.
Effectuer le calcul de la composition des applications en suivant les étapes appropriées. distinguer
I'application comme étant injective, surjective ou bijective en analysant ses propriétés et en justifiant les
résultats obtenus.



Ensemble.

1. Notion d'ensemble et propriétés
1.1. Ensemble.

&, Définition

Un ensemble est une collection d'objets mathématiques (éléments)
rassemblés d'apres une ou plusieurs propriétés communes. Ces propriétés sont

suffisantes pour affirmer qu'un objet appartient ou pas a un ensemble.

O Exemple

1. E :I'ensemble des étudiants de l'université d'UFM.
2. On désigne par N I'ensemble des entiers naturels N = 0, 1,2, 3, ....

3.A=1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Inclusion

O Exemple

1. On désigne R I'ensemble des nombres réels, ona: N C R.
2. On désigne Z I'ensemble des nombres entiers relatifs, Q I'ensemble des rationnels,ona: N C Z € Q C R.

1.2. Egalité de deux ensembles

Soient A, B deux ensembles sachant A = B, celaveutdireque: A = B & ((A C B) A (A C B)).

1.3. Différence de deux ensembles.

La différence de deux ensembles A, B est un ensemble des éléments de A qui ne sont pas dans B, noté A — B.
A—-B={x/xe AANXx¢ B}.SiA C Balors B — A est aussi appelé le complémentaire de A dans B, il est noté
CE,AC. Cff ={x/xeBAx¢&A}



Opérations sur les ensembles.

Différence



La réunion

1.4. Opérations sur les ensembles.
1.4.1. La réunion

La réunion ou I'union de deux ensembles A et B est I'ensemble des éléments qui appartiennent & A ou B, on écrit
AUBxeAUB & (x€e AVxeB).Lanégaton:x ¢ AUB & (x¢ AN X ¢ B).

Union

1.4.2. L'intersection

L'intersection de deux ensembles A, B est I'ensemble des éléments qui appartiennent & A et B on note A N B.
xXeANB& (xeANXEB).

Lanégaton:x ¢ AUB S (x¢ AAx ¢ B)

L'intersection

1.4.3. Complémentaire

Soit A une partie d'un ensemble

Soit A une partie d'un ensemble E . On appelle complémentaire de A dans E le sous-ensemble de E noté C‘g ou A,

constitué des éléments de E qui n'appartiennent pas & A . Autrement dit,

Ci={xeE|x¢A}=E\A



La différence symétrique

Complémentaire

1.4.4. La différence symétrique

Soient E un ensemble non vide et A, B C E, la différence symétrique entre deux ensembles A, B est I'ensemble
des éléments qui appartiennent a A-B ou B—-A noté AAB.
AAB=(A-B)UB-A)=ANBUMBNA=(AUB -AnB.x€E AABS {x/xec(A-B)vVxe(B-A)}

A& B

La différence symeétrique



La commutativités.

1.5. Propriétés des opérations sur les ensembles.
1.5.1. La commutativités.

Quels que soient A, B deux ensembles: AN B=BNA, AUB=BUA.

1.5.2. L'associativité e.

Quels que soient A, B, C deuxensembles: AN (BNC)=(ANBNC,AUBUC)=(AUB)UC.

1.5.3. La distributivité e

Quels que soient A,B,C deux ensembles : AUMBNC)=AUBNAUQC),
ANBUC)=(ANB)UANC).

1.5.4. L'idempotence.
AUA=AANA=A

Propriétés des opérations entre ensembles

Commutativité A B=Fr A
Associativité (A By C = A (BaC)
Identité A=A
Distributivité st R ok B i
An{BoC) ={An By Al
AUB=ANB
ANB=AUB

Propriétés des opérations sur les ensembles.

1.5.5. Lois de Morgan.

I
e

N
U

1. (AUB)
5. (AN B)

S o

1.6. Produit Cartésien.

Soient A, B deux ensembles, a € A,b € B, on note A X B ={(a,b),a € A,b € B} 'ensemble A X B est
I'ensemble des couples (a, b) pris dans cet ordre, il est appelé ensemble produit cartésien des ensembles A et B.

N Remarque

Si A et B sont des ensembles finis et si on désigne par : CardA le nombre des éléments de A , CardB le nombre
des éléments de B, onaura: Card(A X B) = CardA X CardB.

2. relations binaires et applications



Relations binaires

Soient x € E,y € F une relation R entre x et y est une correspondance entre x et y. Le couple (X, y) vérifie la
relation R, on note xRy. Si E = F larelation est dite binaire.

2.1. Relations binaires
2.1.1. Relation d'équivalence

&, Définition

Soient R une relation binaire dans I'ensemble E et x, vy, z € E, on dit que R est une relation d'équivalence si

1. Réflexive:(Vx € E), (xRx).
2. Symétrique: (Vx € E),(Vy € E), (xRy = yRx).
3. Transitive: (Vx,y,z € E), (xRy) A (YR2)) = (xR2).

O Exemple

Vx,y € N, xRy & x = y est une relation d'équivalence.

2.1.2. Relation d'ordre

Soient R une relation binaire dans I'ensemble E et X, y, z € E, on dit que R est une relation d'ordre si :

1. Réflexive:(Vx € E), (xRx).
2. Antisymétrique:(Vx € E),(Vy € E), (xRy) A (YRx)) = (x = ).
3. Transitive: (¥Yx,y,z € E), (xRy) A (yR2)) = (xR2).

O Exemple

ACE,BCF, ARB & A C B estune relation d'ordre, en effet :

1. YA C E,A C A © R estréflexive.
2.VA,Be E,((ACB)A(BCA)) = A =B © Restantisymétrique.
3.VA,B,Ce E,(ACB)A(BCC(C)) = A CC © Resttransitive.

&, Définition

Une relation d'ordre dans un ensemble E est dite d'ordre total si deux éléments quelconques de E sont
comparables, Yx,y € E, ona xRy ou yRx. Une relation d'ordre est dite d'ordre partiel si elle n'est pas d'ordre total.

&, Définition : Classe d'équivalence.

Soit R une relation d'équivalence, on appelle classe d'équivalence d'un élément x € E I'ensemble des éléments
y € E qui sont en relation R avec x onnote Cy,oux = C, = {y € E/xRy}.

N Remarque

L'ensemble des classes d'équivalence d'éléments de E est appelée ensemble quotient de E par R, il est noté E /R,
E/R={C,/x € E}.



Application

2.2. Applications
2.2.1. Application

&, Définition

On appelle application d'un ensemble £ dans un ensemble F' une loi de correspondance (ou une relation de
correspondance) permettant d'associer a tout x € E un unique élément y € F ou E est I'ensemble de départ et F'
est I'ensemble d'arrivée. L'élément y associé a X est image de x par f, onnote x — y/y = f(x).

Pour plus de détails, regardez cette video
https://youtu.be/Y8cV0zcFijs
«

2
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L'image directe.

2.2.2. Image directe et image réciproque.
a) L'image directe.

Soit f:E — F et ACE, on appelle image de A par f un sous-ensemble de F, noté f(A) tel que
f(A) ={f(x) € F/x € A}, sachantque f(A) C F,etque A, f(A) sont des ensembles.

b) L'image réciproque.

Soit f: E — F et B C F, on appelle limage réciproque de B par f, la partie de E notée f~'(B) telle que
Y (B) = {x € E/f(x) € B}, sachantque f~(B) C E, etque B, f~'(B) sont des ensembles.

c¢) La surjection.

&, Définition

L'image f(E)de E par f est une partie de F. Si tout élément de F est I'image par f d'au moins un élément de E,
on dit que f est une application surjective de E dans F, on a : f(E)=F. f est surjective
& MyeF),(dxeE)/f(x)=y.

d) L'injection.

&, Définition

Quand on a deux éléments distincts de E correspondant pas & deux images différentes de F', f est dite application
injective, on a alors : f estinjective f , ou f estinjective & (Vx1,x; € E, f(x1) = f(x2) = x1 = x2).

O Exemple

Pour plus de détails, regardez cette vidéo

https://youtu.be/GVJIXQpK7IpY ?si=gri8s8kyS-x6rjlY
e) La bijection.

&, Définition

f est une application bijective si elle est injective et surjective, c'est-a-dire tout élément de F est I'image d'un unique
élément de E, f est bijective si et seulement si: (Vy € F), (A!x € E), (f(x) = y). (! signifie unique).

N Remarque

Lorsque une application f est bijective cela veut dire que I'application inverse f_1 existe. f‘1 est aussi bijective de F’

surEet(fH ! = f.
f) La composition d'application.

&, Définition

Soient E, F, G des ensembles et deux applications f,gtellesque f: E > F, g: F - G x - f(x) =Yy,
y — g(y) = z. On définit l'application go f : E - Gx — go f(x) =z

11



TD N° : 2 Ensembles, Relations binaires et Applications

g) Propriétés des applications
Soit f : E — Fona:

1. ACB= f(A) C f(B).
2. fLAUB) = f(A) U f(B).
3. f(AN B) C f(A)N f(B).

Proposition

Sotf:E—F,g:F— Gona:

1. g o f estinjective, alors f est injective.
2. g o f estsurjective, alors g est surjective.
3. g o f estbijective, alors f est injective et g est surjective.

3. TD N° : 2 Ensembles, Relations binaires et Applications

Exercice 1.

Répondre par vrai ou faux aux assertions suivantes et justifier vos réponses :

1. {91 U {9} = {09, 9}

2. {6} — {6} = {0}
3. {3} x {8} = {24}.
4. @ C {@).

Exercice 2.

1. Soient A = {{a}, {b}}etB = {{a}, {a, b}}.

- Décrire les ensembles: A N B,A U B,B\ A, AAB
- Remplacer les points... par I'un des symboles : €, C, &, ¢.
{a} ..ANB,{{b}}...AU B,{a}...B\ A,{a,b}...AAB, {{a}}...AAB.

2. Soient A, B et C trois sous-ensembles d'un ensemble E.
- Montrer que : ( Lois de Morgan)
1. ANB
AUBANB=AUB)

ou A désigne la complémentaire de A dans E.
2 ACB=— BCA

- Simplifier les ensembles suivantes :
(AUB)N(CUA), (AN B)U (C N A).

12



Corrigé TD N° : 2 Ensembles, Relations binaires et Applications

Exercice 3.

Soient A et B deux sous-ensembles d'un ensemble E. On rappelle que I'on note : AAB = (A \ B) U (B \ A).

1. Montrer que :

- AAB=(AUB)\ (AN B).
-(ANnB)N(ANC)=ANnBnC.
ANCN(ANB) =ANCnNB.

2. En déduire que :
(ANB)AANC) = AN (BAC).

Exercice 4.

Soient E et I deux ensembles, A, C deux parties de E, et B , D deux parties de F'. On veut montrer que :

AXB)N(CxD)=(ANC)x(BND,).

Exercice 5.

1. On considére la relation binaire R définie sur Z par :
V(x,y) € Z%, xRy & x — y est un multiple de 3.

- Montrer que R est une relation d'équivalence sur Z .
- Déterminer I'ensemble quotient Z/R.
- Montrer que :
7 =4
2. Soit < la relation binaire sur N* définie par :
x <y & xdivise y.

- Montrer que < est une relation d'ordre sur N*,

- L'ordre est-il total ?

Exercice 6

1. Soit f une application de E dans F et A et B deux partie de E. Montrer que :
J(AUB) = f(A) U f(B)

2. Soit l'application f:R — R  définie par : f(x)=x> . On considére les ensembles
A =1[-2,1]etB = [0, 3].

- Comparer les ensembles f(A N B)et f(A) N f(B).
- Quelle condition doit vérifier f pour que: f(A N B) = f(A) N f(B).

13
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4. Corrigé TD N° : 2 Ensembles, Relations binaires et Applications

Correction de l'exercice 1

1. {9} U {9} = {(9,9)}. Faux
Justificaton: A — B={x € E|lx € A A x ¢ B}.
D'ou:
{91 U {9} ={9}.
2. {3} — {3} = {0}. Faux
Justification :
D'ou :
{9y U {9} = {91.
3. . Faux
Justification :
D'ou :.
4. @ C {@}. Vrai
Justification : L'ensemble vide est inclus dans tout ensemble.

Correction de l'exercice 2

1 3 on#:
2. 1. Soitx € E
D'ou :
2. Soitx € E
D'ou :
3. Soitx e E
D'ou:

Correction de l'exercice 3

1. - .
D'ou: AAB=(AUB)\ (AN B).

2.
Correction de l'exercice 4
On va procéder par double inclusion. Soit . Alors et donc, . On a aussi, etdonc et. Ainsi, et. Ceci prouve que .
Réciproquement, soit . Alors et donc et.
De méme, , donc et . Ainsi, et.On conclut que .

En définitive :

14
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Correction de l'exercice 5

1. - Montrons que R est une relation d'équivalence.

1. R est réflexive ?
R est réflexive.
En effet,ona:
D'ou :
2. R est symétrique ?
R est symétrique. En effet, ona:
3. R est transitive ?
R est transitive. En effet, ona :
Par conséquent : R est une relation d'équivalence car elle est a la fois réflexive, symétrique et
transitive.

- Déterminons I'ensemble quotient Z/R.
Soit, cherchons tel que yRx.
Donc :
Ainsi :

- Montrons que :

2. - Montrons que "<" est une relation d'ordre sur IN*,

1. R est réflexive ?
R est réflexive. En effet, on a:
D'ou :
2. R est anti-symétrique car :
3. est transitive ?
R est transitive. En effet, ona :
Par conséquent : "<" est une relation d'ordre car elle est a la fois réflexive, anti-symétrique et
transitive.

- L'ordre est-il total ?
"<" est une relation non totalement ordonnée sur IN*.
En effet : par exemple les nombres et ne sont pas comparables.
Ona:
D'ou:
Par conséquent : "<" est une relation d'ordre partielle.

Correction de I'exercice 6

1. Montrons que : .

Soit y € F.
Ainsi, .
2. - Ona:
Donc
En effet :

15
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D'autre part, on a:
En effet :

et

Car:

On a: On voit que :
D'ou:

- Soity € F', Quelle condition doit vérifier f pour que : .

Si estinjective alors .
Ainsi,
D'ou:

16
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