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Chapitre 2 : Ensembles, Relations binaires et applications

| Chapitre 2 : Ensembles,
Relations binaires et
applications

1. objectifs

Les objectifs de ce chapitre sont :

- ldentifier toutes les opérations et les relations entre les ensembles.
- Différencier entre une relation d'ordre et une relation d'équivalence.
- Utiliser les propriétés des divers types d'applications

2. Introduction

Dans ce chapitre, nous étudierons les ensembles et les relations binaires ainsi que les applications, ces trois
éléments sont parmi les concepts de base et nécessaires en mathématiques

L'étudiant de premiére année doit bien étudier et absorber ces concepts, afin qu'il puisse étudier et comprendre

facilement divers autres concepts mathématiques a tous les niveaux suivants.

3. Généralités sur les ensembles

&, Définition

On peut définir un ensemble comme la réunion dans une méme entité de certains objets bien déterminés. On appelle

ces objets les éléments de I'ensemble.

Il est d'usage de noter un ensemble en utilisant une lettre majuscule A, B, E, F... et un élément en utilisant une

lettre minuscule a, b, c,...

Pour signifier que x est un élément de I'ensemble E, on écrit x € E et on lit " x appartient a E".

Si x n'est pas un élément de E, on écrit x ¢ E et on dit que " x n'appartient pas a E".

Si x et y sont deux éléments de E, on notera x = y si ces éléments sont égaux et x # y s'ils sont différents

O Exemple

1. N ensemble des nombres entiers naturels.



Relations entre les ensembles

2. Z ensemble des nombres entiers relatifs.
3. R ensemble des nombres réels.
Ona,2eN,(-3)¢N, (2/3)eQ, (2/3) ¢ Z,-2 + 3.

Un ensemble peut se définir de deux manieres

- Soit en extension on dresse la liste de tous les éléments; L'ordre, ainsi qu'une éventuelle répétition des éléments
sont sans influence
ainsi{a,b,c,d}={b,c,a,d}={a,b,a,c,d,d}.

- Soit en compréhension On énonce une propriété caractéristique des éléments de I'ensemble.

O Exemple

Considérons I'ensemble A défini en extensionparA={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Il peut aussi étre défini en compréhensionpar A={x€N/0=<x<9}.
Représentation graphique d'un ensemble
On peut représenter graphiquement un ensemble a I'aide d'un diagramme de Venn'.

O Exemple

Le diagramme de Vennde L'ensemble A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}estdonné par

e . _EE'HH A
o (T
/ 3
;s S
\ E
e B - B
‘H"""\-\.._ el --_____.-'

Diagramme de Venn

Cardinal d'un ensemble

Un ensemble E est dit fini lorsque le nombre d'éléments qui le composent est un entier naturel.
Dans ce cas, le nombre d'éléments est appelé le cardinal de 'ensemble de E . On le note card( E ).

Un ensemble qui n'est pas fini est dit infini.

O Exemple

Soit A={xeN/0<x<10}est finide cardinal card( A) = 11.



Inclusion"c"

4. Relations entre les ensembles
4 1. Inclusion"c"

&, Définition

Un ensemble B est inclus dans un ensemble A, lorsque tout élément de B appartienta A eton écritBC Aou B C A.
On dit alors que B est un sous-ensemble de A ou une partie de A

(BCA) = (VxeE:xeB=x€eA).

B A
Inclusion

O Exemple

a)Ncz,

b) R,={xeR:x=0}CR.

N Remarque

- Lorsqu'il existe au moins un élément de B n'appartenant pas a A alors B n'est pas inclus dans A et on écrit BZ A
(BZA)s (IxeE:xeBAXEA).

- Si A et B sont deux ensembles finis et si B C A alors card( B ) < card( A).

- Unensemble est dit vide lorsqu'il ne contient aucun élément on le note @ ou {}. Par convention card( & )=0.

- On appelle singleton un ensemble qui ne contient qu'un seul élément. son cardinal est 1.

O Exemple

- Q€Zcar(2/3)€Qet (2/3) ¢ Z
- NZR car0OeNetO¢R.

Propriété

soit A un ensemble quelconque, ona,ona @ CA A ACA.

4.2. Egalité "="

&, Définition

Deux ensembles A et B sont égaux (ou identiques) si est seulement si I'un est inclu dans l'autre c'est a dire



Ensemble des parties

(A=B)<(ACBABCA)
= (VxeE:xeAe=xeB)

Dans le cas contraire, on dit gu'ils sont diistincts et on note A = B.

O Exemple

SoientA={-3,3},B={x€R:x2-9=0}etC={-3,1,3}OnaA=BetA=C.
4.3. Ensemble des parties

&, Définition

Soit E un ensemble, les sous-ensembles de E forment un ensemble appelé ensemble des parties de E et noté P( E ).

Autrement dit, A € P( E) signifie que A CE.

Proposition

Si E est un ensemble fini de cardinal n alors I'ensemble P( E ) est fini et card( P(E ) ) = 2".

S Remarque

Les ensembles @ et E sont des éléments de P(E) .

O Exemple

1. SoitE={1,3,7 }alorscard(P(E))=23=8etP(E)={@,{1},{3}{7}{1,3}{3,7},{1,7}, EL
2. SoitE={a}alorscard(P(E))=2"=2etP(E)={J,E}.
3. SoitE=Qalorscard(P(E))=2°=1etP(E)={Qd}.



Intersection "N"

5. Opérations sur les ensembles
5.1. Intersection "N"

&, Définition

Soit A et B deux sous-ensembles de E.

L'intersection de A et B notée A n B est I'ensemble définipar AnB={x€E/x€AAx€B}

E

|
=

Intersection

O Exemple

SoientA={2,4,6},B={2,3,4,7}alors AnB={2, 4}.

N Remarque

Si An B = alors A et B sont disjoints.

ANB=g
Disjoints

O Exemple

SoientA={2,4,6},C={0,1}alorsAnC=0.
5.2. Réunion "U"

&, Définition

Soit A et B deux sous-ensembles de E.



Réunion "U"

L'union de A et B notée A U B est I'ensemble défini par

AuB={xeE/xeAvxeB}.

O Exemple

SoientA={2,4,6},B=1{2,3,4,7}alorsAuB={2,3, 4,6, 7}.

N Remarque

- X¢EAnBexeAvxeB.

- XEAUBS XEAAXEB.
Propriétés

Soient A, B et C trois parties de E

.(AnB)CcAet(AnB)cCB.

.AC(AuB)etBCc(AuUB).

.(AnB)=AsAcCBet(AuB)=B< ACB.
.AnD)=0,(AnA)=Aet(AnE)=A

. (Aud)=A(AUA)=Aet(AUE)=E.

.Si(AnB)=JetCcBalorsAnC=0.
.(AnB)=(BnA)et(AuB)=(BuUA). (lapropriété de commutativité)
.(AnB)NnC=An(BnC)et(AuB)uC=AuU(BuUC).(lapropriété d'associativité)
.An(BuC)=(AnB)uU(AnC).(nestdistributive par rapport a L).

O © 0o N oo o M~ W DN =

—_

Au(BnC)=(AuB)n(AuC). (U estdistributive par rapport a N)

Proposition

Soient A et B deux sous-ensembiles finis de E, on a

card(AuB)=card(A)+card(B)-card(AnB).



Différence

O Exemple

SoientA={-1,0,-2},B={-1,0,3,9}onacard(A)=3,card(B)=4etAnB={-1,0}alorscard(AnB)=2

donccard(AuB)=3+4-2=5.

Corollaire

Soient A et B deux sous-ensembiles finis de E, on a

siAcBetcard(A)=card(B)alors A =B.

O Exemple

SoientA={-1,1},B={x€R,x*-1=0}onaAcCBetcard(A)=card(B)alors A=B.
5.3. Différence

&, Définition

Soit A et B deux sous-ensembles de E.
La différence de A et B notée A\B ou A-B est I'ensemble défini par

AB={x€E/xeAArxEB}.

Différence

O Exemple

SoientA={-1,0,2,8},B={2,7,4}alorsAB={-1,0}.
Propriétés

Soient A et B deux ensembles, on a

1. AA=0.
2. A=A
3. D\ A=0.
4. ABCA.

10



5.4. Complémentaire

&, Définition

Différence symétrique

Soit A une partie de E , On appelle complémentaire de A dans E le sous ensemble de E notée CEA ou A défini par

Cc={x€E xeA}=EA.

A

E\A

Complémentaire

O Exemple

SoientA={2,4}etE={1,2,3,4,5}alorsCA={1,3,5}.

Propriétés

Soient A et B deux sous-ensembles de E, on a
1. C.2=E CF=0,C.C = A.
2. AB=ANC?, AnC.* =@, AUCA =E.
3. AcB=CPcch.

4. CE(A”B) = CEA v CEB et CE(AUB) = CEA N CEB. "Lois de Morgan".

Corollaire
Si E est un ensemble fini alors pour toute partie A de E

card( C" )= card(E ) - card(A).

5.5. Différence symétrique

&, Définition

La différence symétrique entre deux ensembles A et B notée AAB est I'ensemble défini par

AAB={xeE/(xeAetx¢&B)ou(xeBetx¢A)}

11



Produit cartésien

F .'I |I'. ar{

Différence symeétrique

O Exemple

SoientA={-2,4,5,-3},B={8,4,5,9}alors AAB={-2,-3,8,9}.
Propriétés

Soient A et B deux sous-ensembles de E, on a

1. AAQ =A AAA = Q.

2. AAB=(AUB)\(AnB).

3. AAB =BAA..

4. (AAB)AC=AA(BAC).
A B

5. AAB=CACE.

5.6. Produit cartésien

&, Définition

Soient E et F deux ensembles, On appelle produit cartésien de E et F noté ExF I'ensemble des couples défini par

ExF={(x,y),xeEAy€eF}

Proposition

Soient E et F deux ensembles finis, on a

card( ExF ) =card(E) x card( F).

O Exemple

SoientE={a,b,c}etF={d,e}onaExF={(a,d),(a,e),(b,d),(b,e),(c,d),(c,e)}etcard(ExF)=6=3
x 2=card(E) x card( F).

Ci-dessous, sont représentés : en bleu les éléments de E, en rouge les éléments de F, en vert les éléments de ExF.

12



Relations binaires

/
P Ex
i [ 1 ] - [
{ f L ] L] L] L]
- 1 - = [
a b r
produit cartésien

Propriétés

Soit A, B deux sous-ensembles de E.

1. AxB = BxA.
2. Axd=0,0xA=0.

N Remarque

- (X Y1) = (X Y2 ) © (X3 =X A Yy =Y)). .
- ArxApx Agx .o x A ={(2a,8,..,a,) | a€A;,i=1,n}

S (A=A =A) S (A x Apx Agx o x A = A1),

13



Définitions

6. Relations binaires
6.1. Définitions

- De facon informelle, une relation binaire sur un ensemble non-vide E est une proposition qui lie entre eux certain
éléments de cet ensemble.

- Plus proprement,une relation binaire R sur un ensemble non-vide E est définie par une partie G de ExE.

- Si(x,y) € G, ondit que x est en relation avec y et on le note "xRy"

- Le graphe de la relation R est I'ensemble G défini par G = {( X, y ) € ExE | xRy}.

O Exemple

1. L'inégalité est une relation binaire sur N, Z ou R.
2. Le parallélisme et I'orthogonalité sont des relations binaires sur I'ensemble des droites du plan ou de I'espace.
3. L'inclusion "C" est est une relation binaire sur P( E ) qui est définie par

VA,BEP(E):ARB< ACB.

Propriétés

Soit R une relation binaire définie sur un ensemble non-vide E.

1. Larelation R est dite réflexive si : ¥x € E, xRx.

2. Larelation R est dite symétrique si: V(x, y ) € E?, xRy = yRXx.

3. Larelation R est dite anti-symétrique si: V(x,y) € E?, (xRy AyRx) = x =Y.
4. Larelation R est dite transitive si: V(x, y, z) € E®, (xRy A yRz ) = xRz.

O Exemple

1. Larelation d'égalité " = " définie sur R est réflexive, symétrique, transitive et anti-symétrique.
2. Larelation " < " est transitive , mais elle n'est pas ni réflexive ,ni symétrique .

N Remarque

R est anti-symétrique ne signifie pas que R est symétrique.

6.2. Relation d'équivalence

&, Définition

La relation binaire R est appelée une relation d'équivalence sur E si elle est & |a fois réflexive, symétrique et transitive.

O Exemple

- Larelation d'égalité " = " définie sur R est une relation d'équivalence
En effet: ona

1. Restréflexive car : Vx € R, x =xd'ou V¥ x € R, xRx.
2. Rest symétrique car: V(x,y ) € R%, xRy © x=y =y = x & yRx.

14



Relation d'ordre

3. Resttransitive car: Y(x,y,z) € R?, (xXRy AyRz)=(x=yAay=2) = (x=2) < xRz..

- Larelation de parallélisme sur I'ensemble des droites du plan ou de I'espace est une relation d'équivalence.
- La relation "<" définie sur R n'est pas une relation d'équivalence car elle n'est pas réflexive, En effet : si par

exemple x=-3ona-3 ¢ -3.

Classes d'équivalence

Soit R une relation d'équivalence sur un ensemble non-vide E

- pour tout x € E, on appelle classe d'équivalence de x modulo R I'ensemble noté C(x ), X ou X défini par Cr(x

)={y€EIxRy}.
- Siy € Cg(x)onditque y est un représentant de C(x).

- On appelle ensemble quotient de E par R et on note E/R I'ensemble défini par E/R ={ Cz(x) I x € E}.

O Exemple

Soit la relation R définie sur R par Vx,y € R: xRy < x% = y2
Montrons que R est une relation d'équivalence et déterminons I'ensemble R/R

1. Restréflexive ?ona: Vx € R:x?=x?d'ol V x € R : xRx. donc R est réflexive.

2. Restsymétriqgue ?2ona: vV (x,y) € R? xRy © x® = y? & y? = x* & yRx. donc R est symétrique.

3. Rest transitive 2ona: vV (x,y,z) €R®% (xRy aAyRz) & (X2 =y2 Ay?=2%) = (x® = 2% ) < xRz. donc R est
transitive.
Par conséquent: R est une relation d'équivalence sur R.

4. Déterminons I'ensemble quotient R/R
Soit x € R, cherchons y € R, telque yRx
onayRx=y*=x*oy?-x*=0&(y-x)(y+x)=0&(y=x)v(y=-x)Donc Vx€R, Cp={x x}

Ainsi R/R ={{-x,x}IXER}.
Propriétés:

1. Vx,yeE: (Cgx(x)=Cgx(y)) v(Cr(x)NCgx(y)=9).
2. Vx,y€eE:(Cgxr(x)=Cgx(y)) e xRy.
3. Les classes d'équivalence forment une partition de E: E=U, r C(x)

6.3. Relation d'ordre

&, Définition

La relation binaire R définie sur I'ensemble non vide E est appelée une relation d'ordre si elle est a la fois réflexive,
anti-symétrique et transitive.

O Exemple

- Larelation "<" définie sur R est une relation d'ordre. En effet

15



Applications

1. Restréflexive 7ona:VxeR:x<xAlors V¥ x € R: xRx. donc R est réflexive.

2. R est anti-symétrique ?ona: vV (x,y) € R% (xRy AyRx ) @ (x<y e y<x) = x=y.donc R est
symeétrique.

3. Resttransitive 2ona:V (x,y,z) €R® (xRyayRz) < (x<yay<z)= (x<z) < xRz. donc R est
transitive.

Par conséquent: "<" est une relation d'ordre sur R

- Larelation "<" définie sur R n'est pas une relation d'ordre car elle n'est pas réflexive.

S Remarque

La relation d'ordre souvent notée "<", On dit alors que ( E, <) est un ensemble ordonnée.

Ordre totale ou ordre partiel

Soit ( E, <) est un ensemble ordonnée.

- Soient deux élément x, y € E, on dit que x et y sont comparables six<youy < x.

- ondit que " <" est une relation d'ordre totale (ou E est totalement ordonné par<)siVx,y €E,x<youy=<x.

- S'il existe au moins deux éléments non comparables,c'est a dire A x,y € E, x £ y ouy £ x. on dit que "<" est une
relation d'ordre partielle (ou E est partiellement ordonné par < ).

O Exemple

La relation "<" définie sur R est une relation d'ordre totale car V x,y € R, x <youy < x.

16



Définitions et notations

7. Applications

7.1. Définitions et notations

Soient E et F deux ensembles non vide ( E # & et F # &) on dit que f est une application de E vers F si est seulement
si

VxeE AlyeF/y=1(x)

eton écrit :

fiE—> F
x = flx)=y
ou

f: xeEry=f(x)eF

- E estappelé l'ensemble de départ et F est appelé 'ensemble d'arrivée.
- yest l'image de x par f et x est I'antécédent de y par f.
- On note souvent l'application par : f, g, h,...,et I'ensemble des applications de E dans F par F(E,F)

Graphe de f

On appelle le graphe de I'application f, le sous ensemble de ExF noté G et défini par

G={(x,y)€ExF/y=1(x)}.

S Remarque

Il important de ne pas confondre entre f qui désigne I'application et f( x ) qui est I'image de x par f.

O Exemple

On définit une application fenprenant, E={1,2,3},F={1,2,3,4}etf(1)=f(2)=1,1(3)=4

g .
.'; __-'- :,‘."'.-;5‘-' ].
f ] - - . [}
| 1 e
| | - ,-;"
3] - ol |
| - | .3 |
1]
5 l\_j" L -.._ . |
¥, e 4
R 3 -~ ¥

S Remarque

Soit E un ensemble non vide (E # @), I'application défini par Id. : x e E-> x € E

17



Relations entre les applications

s'appelle l'identité de E.

7.2. Relations entre les applications
Soientf: E — F et g : G — H deux applications

On dit que f et g sont égaux ou identiques et on note f =g ou f =g siest seulementsi:E=GAF=HetVxeE:f(x)
=9g(x)

O Exemple

Soient
f R— R
x — f(x)=sin(2x)
et
g:R— R
x —g(x)=2sin(x)cos(x)

onaf=g.

7.3. Opérations sur les applications

- Addition: Soient f: E — F et g : E — F deux applications. L'application f + g est définie par :
f+g:E— I
x> (f+g)lx)=f(x)+g(x)
- Produit: Soient f : E — F et g : E — F deux applications. L'application f x g est définie par :
fxXg E—> F
x—=(fxg)lx)=f(x)xg(x)
- Composition: Soient f: E — F et g : F — G deux applications. La composée de f par g, noté g o f est 'application
de E vers G définiepar (V x€E, (gof)(x)=9g(f(x))):c'estadire
gof . E— G
x—(geflx)=g(f(x))

S Remarque

La composition des applications n'est pas commutative. c'estadiregof=fog.

O Exemple

Soient f: R —R, définie par Vx e R, f(x) = (1/x) etg: R ,>R définiepar VxeR,,g(x)=1+x2,
ona.gof:R >R telque(gof)(x)=g(f(x))=1+(1/(x?)),VxeER.
D'autre part,onafog: R, > R, telque (fog)(x)=f(g(x))=(1/(1+x2)), VxR,

onvoitquegof=fog.
Propriétés

1. Sif:E — F estune application, alors Id o f =f=fo Id.

18



Image directe, image réciproque
2. Sih:G — Hestune application, alorsho (gof)=(hog)of, onditque:" o "est associative.

7.4. Image directe, image réciproque

Image directe:

Soit f: E — F une applicationet ACE

On appelle image directe de A par f le sous ensemble de F définipar f(A)={f(x)/x €A} CF.

O Exemple

1. Soit I'application f : R — R définie par V x € R, f(x) =2x-1,f([0,1])="?
ona:f([0,1])={f(x)/x€[0,1]},
maisx€[0,1]©0<x<1=0<2x<2=-1<2x-1<1=-1<f(x)<1.
Alors f([0,1])=[-1,1].

2. Soitf: R — R, définieparVxe R, f(x)=|x|.f(Z)=?,f(R.)="?
Onaf(Z)=Netf(R_)=R,.

S Remarque

yef(A)edxeA:f(x)=y.

Image réciproque:

Soit f: E — F une application et B C F.
On appelle image réciprogue de B par f le sous ensemble de E défini par

f-1(B)={x€E/f(x)€B}CE.

O Exemple

1. Soit I'application f : R — R définie par V x € R, f(x ) =x%, etsoitB={ 1/9}CcR,f'(B)=?ona:f '(B)={x¢€
R/f(x)€B}, maisf(x) € B = f(x)=(1/9) = x* = (1/9) = x = +(1/3). Alors f (B ) = { -(1/3 ), (1/3)}.

2. Soitf:[0,5]—[0,5]définieparVx€[0,5],f(x)=5-x.etsoitB=]1,3[C[0,5],f " (B)="?
Ona:f"(B)={x€[0,5]/f(x)€eB},maisf(x)EB=1<f(x)<83=1<5-x<3=>-4<Xx<-2=2<Xx<
4,alorsx€]2,4[=f"(B)=]2,4].

N Remarque

VxeE:xef™" (B)ef(x)EB.
Propriétés

Soient f: E — F une application, A,BCEetC,D CF.
ona:

1. ACB=f(A)Cf(B).
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Injection, surjection, bijection

f(AUB)=f(
f(ANB)Cf(
CcD=f"(C)cf (D).

f-(CuD)=f"(C)uf (D).
f71(CAD)=f"1(C)nf" (D).

uf(B).
Nnf(B

A)
A)ni(B).
C)

o o s v

7.5. Injection, surjection, bijection

Injection

Soient E et F deux ensembles.
Une application f: E — F est injective( ou une injection) si: V X;, X, EE 1 f(X; ) =f (X5 ) = X4 = X,..

ou par contraposition V x,, X, € E 1 Xy # X, = f( Xy ) # f( X5 ).

O Exemple

L' application f: R — R définie par V x € R : f( x ) = 3x + 5 est injective.
Eneffet Vx,, X, €ER:f(X;)=f(X) ©3X; +5=3%+ 5= 3%, = 3%, = X; = X,.

Donc V x4, X, € R: f( Xy ) =f( X5 ) = X; = X,. Alors f est injective.

N Remarque

Une application f : E — F n'est pas injective si :

X, X EE Xy # X Af(Xy) =1(X5).

f Tuajese 10 " { Noo inpeetal F
e F oY *H\I i f' af s
4 ™ \' 'L ,.-'l L]
A b / 1 N\ j
\ = ) =i
| | . m 1 | 1 [ = |
| | ' | '
& | & ’ "
| | |
\ ' \ " . I ; \ '
Ll . -,Il |’In' . \
\ " / X -
\\\ 7 '
o S’ = T
Injection

O Exemple

L'application g : R — R* définie par ¥ x € R : g( x ) = X2 n'est pas injective.
Car si on prend par exemple x; =3 etx,=-3,0nax; #x,etg(x;)=9(x, ) =9.

Donc g n'est pas injective.



Injection, surjection, bijection

Surjection

Soient E et F deux ensembles.
Une application f : E — F est surjective( ou une surjection) si:

VyeF,dxeE:y=1f(x).

O Exemple

L'application f : R — R définie par V x € R : f( x ) = x® est surjective.
En effet pour tout y € R on cherche x tel que y = f(x).onaf(x) =y = x® =y = x = y(1/3),

Donc f est surjective.

N Remarque

Une application f: E — F n'est pas surjectivesi: dy e FVx e E:y = f(x).

5 E Surjectif i : - FE Non surjectif F
e ' e
/ ST //"
Pl = A\ / " A\
l|l.'f \'I.I " | | IIJ[ 1'\ / e
sl [ | ‘ q |
i > u ‘ Al > _
| i \ | |~ &
- — I| e II & - |] |
|II|I =|l I|I .: .
\ / | | 1 ! ]
\ / \ beicl]
lk-. ; /,ﬂ’ "\\ __.J{

| Tout &l&ment de F est atteine \ | Dies Eldments de F oaont sans antéocédent. |

Surjection

O Exemple

L'application g : Z — N définie par V x € Z : g( x ) = X2 n'est pas surjective.
Car sion prend parexempley=30nag(x)=y:>x2=3:>x=4_r\/§.

mais V3 ¢ Z, Alors y = 3 n'as pas d'antécédent par g. Donc g n'est pas surjective.

Bijection

Soient E et F deux ensembles.
Une application f : E — F est bijective ( ou une bijection) si :
VyeF3dlxeE:y=1f(x).

Autrement dit : f est bijective ©f est injective et surjective.
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Application réciproque

O Exemple

- L'applicationf: R — R définie par V x € R : f( x ) = 3x + 5 est bijective.
En effet: on déja montré précédemment que f est injective, Alors il suffit de vérifier que f est surjective c'est a
dire pour tout y € R on cherche x telquey =f(x).onaf(x)=y=3x+5=y=x=((y-5)/3). Donc f est
surjective.

Par conséquent: f est injective et surjective donc f est bijective

- L'application g : R — R, définie par ¥ x € R, g( x ) = x* n'est pas bijective.
Car si on prend par exemple x, =4 et x, =-4 onax, # X, et g( X, ) = g( X, ) = 16 alors g n'est pas injective.
et donc g n'est pas bijective.

S Remarque

f est bijective < I'équation y = f( x ) admet une solution unique.

E Bijectif F h ' F  Non bijectif F
H./ Y / = e // -N"\\

/ . "~\. ¥ = \\ F.__.' b \ AP L] \\
/ / \ ' - \
[ \ { \ \ f
f . | I v, I I = I|| |II _x B |\|
( I‘ ( ] | |I . l
| L | L] | L | \ m I|
\ J { 1

\ \‘\. / ; Il"

\ / \ \
& p ] - \\ ]
s / 2 e it
Un ot =eul antécédent pour tont 8lément de F y, .'I'lr-'—' aléments sans ou avec plnsisures antécadents
Bijection

Proposition

Soient E ,F et G trois ensembles.
et soientf: E — F etg: F — G deux applications.
on a les propriétés suivantes:

1. Sifetgsontinjectives alors g o f est injective.

2. Sif et g sont surjectives alors g o f est surjective.
3. Sig o festinjective alors f est injective.

4. Sig o fest surjective alors g est surjective.

7.6. Application réciproque

&, Définition

Soient E , F deux ensembles et f : E — F une application bijective
on appelle application réciprogue de f (ou une bijection réciproque de f ) I'application f~' : F — E définie par :

VyeF,x=f"(y)siy=f(x).
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séries TD Corrigé avec des exercices supplémentaires

O Exemple

Soit I'application f : R, — R, définie par V x € R, , f(x ) = x®

f est bijective et sa bijection réciproque est I'application f' : R, — R, définiepar Vy e R, ,f'(y) = Vy.

N Remarque

les représentations graphiques de f et f~' sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice.

Proposition

Soit f: E — F une application
- Sif est bijective alors son application réciproque f™ est elle méme bijective et vérifie:
(1) "'=f,fTof=Idz,fof"=Id..
- S'il existe une application g : F — E telle que :
gof=Ildg,fog=1d.

Alors f est bijective et f' = g.

Proposition

Soient E ,F et G trois ensembles.
et soientf: E — F etg: F — G deux applications.

- Sifet g sont bijectives alors g o f est bijective et (gof)' =f"og™.

o Conseil

Pour plus d'explications et de clarification sur Ensembles et applications, vous pouvez regarder cette vidéo.

Cf. "Ensembles et applications”

8. séries TD Corrigé avec des exercices supplémentaires

[cf. Série TDN°2-Premiére Partie Ensembles][cf. Série TDN°2 -Relations Binaires Et Applications]

Pour des exercices supplémentaires voire
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Exercice

9. Exercice

Répondre par vrai ou faux aux assertions suivantes :

Exercice

[solutionn®°1 p.26]

- {5}1u{5}={(523)}
O Vrai

O Faux

Exercice

- {3}-{3}={0}.
O Vrai

O Faux

Exercice

- {2}x{7}={14}.

O Vrai

O Faux

Exercice

- Bc{o).
O Vrai

O Faux
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Exercice : Compléte les phrases suivantes.

10. Exercice [solutionn°2 p.26]

Relation d'équivalence Relation d'ordre Ni relation d'équivalence ni relation
d'ordre
11. Exercice : Compléte les phrases suivantes. [solutionn®3 p.27]
® festbijective &f est et
® Sjgof estinjective alors est injective.
® Sj gof est surjective alors est surjective
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Solutions des exercices

Solutions des exercices

> Solution n°1 Exercice p. 24
Exercice

- {5tu{5}={(523)}
O Vrai

® Faux

Exercice
- {3}-{3}={0}
O Vrai

® Faux
Exercice

- {2} x{7}={14}.
O Vrai

® Faux
Exercice

- dc{o}.
® Vrai

O Faux

26



Solutions des exercices

> Solution n°2 Exercice p. 25

Relation d'équivalence Relation d'ordre Ni relation d'équivalence ni relation
I — d'ordre
Larelation d'égalit¢"=" |} Larelation "<" définie sur R S
N a pelation d nelusion Csup | T
le parallélisme " I "sur I les parties d'un ensembles. la relation d'orthogonalité " L "sur
ensemble des droites du l'ensemble des droites du plan ou de
i plan. l'espace .

e [P

> Solutionn°3 Exercice p. 25

® festbijective ofestinjectiveetsurjective.
® Sigof estinjective alors f est injective.

® Si gof est surjective alors g est surjective
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Glossaire

Glossaire

diagramme de Venn

Le diagramme de Venn est un outil visuel utilisé en mathématiques pour représenter les relations entre
différents ensembles.
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