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Exercice 1 : So i t  l a  ma t r i ce  𝐴 = [
2 1 1
1 2 1
1 1 2

].  

1. Mont re r  que  𝐴 e s t  d i a go na l i sab le  

2. Construire une base orthonormée pour ℝ3 constituée de vecteurs propre de 𝐴 e t  t rou ve r  une   

mat r i ce  o r tho go na le  𝑃 e t  une  ma t r i ce  d i ago na le  𝐷 t e l l e s  que  𝑃𝑡𝐴𝑃 = 𝐷. 

Exercice 2 :  Dans 𝐸 =  ℝ[𝑋], on considère l'application : <. , . > : 𝐸 ×  𝐸 →  𝑅 définie par 

                   ∀𝑃, 𝑄 ∈  𝐸2, <  𝑃, 𝑄 >=  ∫ 𝑃(𝑥)𝑄(𝑥)𝑒−𝑥+∞

0
𝑑𝑥, 

et soit l'application 𝑇: E → 𝐸 définie par: ∀𝑃 ∈  𝐸, 𝑇(𝑃)  =  𝑋𝑃′′ +  (1 −  𝑋)𝑃′. 

1. Montrer que <. , . > est un produit scalaire sur 𝐸. 

2. Montrer que 𝑇 est un endomorphisme symétrique sur 𝐸. (pour montrer la symétrie on pourra s'intéresser 

à la dérivée de la fonction: 𝑥 ↦  𝑥𝑃′(𝑥)𝑒−𝑥) 

Exercice 3 : Soit n un entier naturel non nul et 𝐸 = 𝑀𝑛(ℝ). 

L’application définie par : ∀(𝐴, 𝐵) ∈  𝐸2, 〈A, B〉 = ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑏𝑖𝑖
𝑛
𝑖=1  

est-elle un produit scalaire sur E ? On justifiera la réponse 

Exercice 4 : Montrer que : 

 1) ‖𝒙 +  𝒚‖𝟐 = ‖𝒙‖𝟐 + 𝟐 < 𝒙, 𝒚 > +‖𝒚‖𝟐. 2) ‖𝒙 −  𝒚‖𝟐 = ‖𝒙‖𝟐 − 𝟐 < 𝒙, 𝒚 > +‖𝒚‖𝟐.  

3) < 𝒙 + 𝒚, 𝒙 − 𝒚 > = ‖𝒙‖𝟐 − ‖𝒚‖𝟐, pour tous 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑬 espace euclidien.  

4) ‖𝑷𝑿‖  =  ‖𝑿‖, 𝑜ù 𝑷 matrice orthogonale. 5) 𝐾𝑒𝑟 (𝑓∗) = (𝐼𝑚(𝑓))⊥. 6) 𝐼𝑚(𝑓∗) = (𝐾𝑒𝑟(𝑓))⊥.  

7) 𝑟𝑔(𝑓∗)  =  𝑟𝑔(𝑓), où 𝑓 ∈  𝐸𝑛𝑑(𝐸) et 𝐸 est un espace euclidien. 8) 𝐹 ⊂ 𝐺 ⇒ 𝐺⊥  ⊂ 𝐹⊥, 𝑜ù 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont 

des sous-espaces de E. 

Exercice 5 : Soit (𝑬 , 〈. , . 〉) un espace euclidien de dimension finie 𝑛, 𝑓 un endomorphisme symétrique 

de E et 𝑢 = 𝑓∗ ∘ 𝑓 un endomorphisme de E, où 𝑓∗
 est l’adjoint de 𝑓 (c-à-d. 〈𝑓(𝑥), 𝑦〉 = 〈𝑥, 𝑓∗(𝑦)〉). 

1. Montrer que 𝑢 est symétrique et déduire qu’il est diagonalisable et ses valeurs propres sont positives ou 

nulles. 

2. Montrer que 𝐾𝑒𝑟(𝑢) = 𝐾𝑒𝑟(𝑓) et que 𝐼𝑚(𝑢) = (𝐾𝑒𝑟(𝑓))⊥. 

Exercice : (Supp) Soit n un entier naturel non nul. Pour toute matrice  𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℝ), on pose  

𝑁∞(𝐴) = max
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

|𝑎𝑖𝑗| 

1. Montrer que l’application 𝑁∞ est une norme sur 𝑀𝑛(ℝ). 

2. Pour toute matrice 𝑀 orthogonale de 𝑀𝑛(ℝ), montrer que :  
1

√𝑛
≤ 𝑁∞(𝑀) ≤ 1. 
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