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t[d]dZwWVYtw]dv\}TVỲdUYdbb_Z_UĉUdvvVYVaYZVWYv_a�ctVWYt[d]dZwWVYaVv̀ cUVZZV�I

�MIPgS�FRKIPFRMJKINeKLSHMJKIQGOILFfNONSKI�IMeeJOQGKHIGfINeKLSHKIRKIHgeFfNKI

HgjJKPKfSMOHKI�IGfKINSHGLSGHKIRFffgKIMeHiNIM�FOHIRgSKHPOfgINKNI�MJKGHNIKSI|FHPKNI

eHFeHKN~I�KJJK�LOIKNSIKfIjgfgHMJIJMIPgS�FRKIJMIeJGNIGSOJONgKIJFHNQGKIJMIPgS�FRKINSMSOQGKI
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¤RQUJPQ¥TO¦PLTOQ[UQRNQ¦NP§XTYLUQ[UQJLPÜQ¥N¦PUKYQ[UQ¦TYYU¦PLTOQ[\NVTYPLJJUVUOPQ©>Ck>B@>

?=Ac;ªC>ªC>B@>bkAF«kFAC¬H>

®¯

°
±
²

±
³

µ́¶¬·¬¬¬¬¬¬¬¬̧¹º»¼¬¬½¾¿¾¿À

µ́¶·Á
ÂÃ

ÂÄ
Å
ÀÆÇ

¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬̧¹º»¼¬¬¬¬¬¬¿À¾¿¾Èµ½É

µ́¶·Á
ÂÃ

Ç
Å
ÀÆÇ

Á
Ç

Â
Å
ÊÆÇ

¬¬¬¬¬¬¬¬̧¹º»¬¿ËÈµ½É

>>>>>>>>>>>>iGGHnl>

¿Ì>ÍÎ>¿À¬Ï;<k>ªCb>?=Ac;ªCb>«@A@«k=AcbkceFCb>@bb;«c=Cb>Ð>B@>«@k=Ñ;AcC>ªF>bckC>kCBBC>b;<k>

A=«@?ckFB=Cb>ª@<b>BC>D@EBC@F>GGHnH>

ÏckC> ÏI>iÒ;«ÓCFÔl> ÏniÕCAdCl> ÏpiÖCFEBCl> Ï×> iDAjb>
dCFEBCl>

¿ÌØÉÙ> mHIo> mHIo> mHIo> mHIo>
¿ÀØÉÙ> mHp> mH×> mHo> mHÚ>

vwxsyyzÛ|}~�����|���>¿Ì¬ÍÎ¬¿À>

ÜUJQJTRJQJTOPQ¦RNJJ§JQUOQ¥TO¦PLTOQ[UQRNQMLPUJJUQ¦LJNLRRUVUOPQ[UQR\TO[U_>

ÝÞ¯ßàáâ|>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>iGGHpl>

ãä¬à¼>Ö;ªFBC>ªC>«cb@cBBCdC<k>Ck>áåæ>d@bbC>ç;BFdceFC>ªF>b;B>b;Fb>è;<ª@kc;<H>

ÜUQ¥N¦PUKYQ[UQ¦TYYU¦PLTOQ[\NVTYPLJJUVUOPQ·>UJPQ[TOO§QZNYQR\UéZYUJJLTO_>
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�������Û�Ü¢«¡ª¢Ý ¡¢£¤¥¦§¥��¥ª©« �¡�¤¡§¥¦§«¥Þ£ª¬§«¥«¢«ß¢à §«¥«§�£¤¥��¥á� ¡§ ª¥â�§ª¡¢¬��§ã¥

XAäT]Y\IACCDåArj�mlwvlnmtÑÑiujlÑlwvnsinoumvju¿{vutwn}ljvuzislnolnsplyytjvnmumÑuÁ{ln

X̂ b̂TdYcA±AbXAÇXVIAUIAbXAVa\YJaY\IAbIAbS̀]AUIAVS̀A[XYaIY\AUX̀VAbIVAUIYZAUT\IJaTS̀VDAÅX̀VA



���������	�������������������
������������������������������

��
����������� !"�#!�$��%&��'��()��)$�*�$)���!�+!,�)�&&�-.�/01�/.2�34/0�5�65076189-.�

:;<=>::>?@?ABCDEFDAGC?HIJK?:>H?LMH=:K;JK>H?N>H?OILP>H?HQHRQ<=>H?;SQHH;JK?H=L?:>?T:;JPU>L?VWV?

>K?<=Q?NIQX>JK?T;HH>L?T;L?:>=L?P>JKL>?N>?R;HH>?YP>JKL>?N>?SL;XQKMZ?N;JH?:>H?NQL>PKQIJH?

[DEFD\?L>HT>PKQX>R>JK]?̂B_?̀OOILK?KL;JPU;JK?;TT:Q<=M?a?:;?b;H>?N>?:;?HKL=PK=L>?H>:IJ?:;?

NQL>PKQIJ?[?>K?̂GDcdefghciijkefeklmnolmeflppgqrstfufglfvldcfwcfglfdeksneskcfdcgjmfglf

NQL>PKQIJD\]?

?

xyz{|}~����~��������������������������������������������

�
B̂�� ABC

�
C��
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Ù
U
W
Z
Y
[
\
N
A

[
A

]̀
W
a
Z
Y
[
\
N
A

[
A

]̀
W
a
Z
Y
[
\
N
A

Ù
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Ỳ
X
a
a
Z
Y
[
\
N
A

b
cd
>A
el
gr
iA
X̀
a
W
Z
Y
[
\
N
A
Ù
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�4�� �̀

�4�
�

��Q
�RS]ZYY2�4���4��]�

�����Z������

��������
S]ZYY2�4���

��Q
�RS�iQ

�RS��Q
�RS]ZYY�4�S]ZYY�\mZn\S�[Z][� ��

��_
�RS]ZYY2�4_��4_�]ZYn��

�����Z��

��������
T\a]VY[\X¡]ZYY2�4�S�[Z][� ���

��_
�RS]ZYY2�4_��4_�]ZYn��

b[a�YZ[b

mnb]�b]�
TY[\VYa]X¡]ZYY2�4�S�[Z][� �

��_
�RS]ZYY2�4_��4_�]ZYn��

b[a�YZ[b

mnb]�b]�
TY[\�]X¡]ZYY2�4�S�[Z][� �

s8tuvwxvyz|y��¢�z��£yz|y�~���~�yzxy¤¥ty

�4�
g¦RS§ �4̈TÜX
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�

�

�

�



���������	�������������������
�����������������������������

���
�

� �

�������� ��!"#$!"� �%&%"!"� !'( )��%!'( *% #$!+'% )���,+'% 

-.//0� 123� 425� 627� 8 9:;<=>;?>�

@A� 1B6CC� 1B3D1� 1B41D� 3BEFC�
-.//0� 32C� 52F� 72D� 8 9:;<=>;?>�

GHA� 1B6E7� 1B7F6� 1B3CC� 3B377�

IJ�!,K *% #!K#'K 

LMNO
PQR

L>S
PQ;9:MNO
T9:PQ

R
UVWXU;<WYUU

ZW=VU
R[\W\=]̂_̀?�

LONa
bcQR

L>S
PQ;9:ONa
T9:bcQ

R
<<[;<WY=\

ZW=VU
RY[WUd]̂_̀?�

�

�e%#�ff!"*!�,�"g h 

1B�i0�j0kj�lm/n0o/�0jn�jmop0kn�i0�j0kj�n/.kjp0/j.i�qo�rsntu0knv�i0�j0kj�imkwtnoqtk.i�xmo0�

i0�/yi0�q0�z{.tk.w0�|�



���������	�������������������
�����������������������������

���
�

�������� !"#$����%&"!$'"%(��)$��� !*+,*++-./01�'���(�23( &�� 4�( !"���%! ��'�$5�%� 6$ �)�

�( �2�%! ������� !"#$��! (%)6� )(���� !�����7.089�'���(�! (64��:�

;����)���(%23� )�)�%!�!�$<�$ )�2(�2$�4)�)�$)��=�>>�!�'�)�23( &�)�6� !"2(��)��

�?@A@BCABCDEFDGFCAHGICJ@KLBMC

(N��6(�$(!"�%�'�)�23( &�)�

ON�� 4'"P�%)"�%%�P�%!�'�)�4�4P�%!)��� !�$ )��!�2(�2$��'�)���(%23� )�Q�!�  ())�R�4!(&��

2�$ (%!��!�STU�:�

2N�'�)2�%!��'�)�23( &�)�:�

'N�4!$'��)")P"#$��

�N�2(�2$��'���(�)! $2!$ ��)�$)��=(2!"�%�'��-VWXWY+*Z+[1\:�

>N�4!(O�"))�P�%!�'�)�'"(& (PP�)�'�)��>>� !)�"%!� %�)�-]ŴW_1\:�
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jk��ofi�qifgdkvqgi�qḱijdlkfodeji�mgfo�kloµgqjiloehmogqcqefioe�h�qe�mefqji�qilmi�dgcqsi

y�¶·̧i
¹OURSTQ¦[U[]UNOUT[abV_̂[UR_OPUVW«XY_]QNOUrrrs¬uideifgdkvqsi

º»¼~
�

w
½¶·̧ �©¾ º»¼~

�

w
½�©i
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�x�~���_��_��_���|���_����t_

������������������� �¡¢£¤¥��¦§��¦�¢£�̈�����§�_

�{��_��_�{�_�{_�{���_��|_�©�}|x�_�{�_z��_�~���_���|z�ª{|�}��««¬l¬®̄°«±²³_~́_¬_��|_

�~�_{���}|z��_�|«±«�{_�z��{|}~�t_�NµWXS\]OZQssst�_��¶}��|t_

·«̧¹º²»¼½«̧º²»l¬®̄°«±²____________________rssst¾v_

¿ ¹̧º²»¼
½

·
«̧º²»l

¬
·
ÀÁÂ±²¿ ¹̧º²»¼ij

q«̧º²»l
¬
·
ÀÁÂ±²_

�{_�x�~���_��|_�z_�xÃ}��_����{�{�|³_�~��_~�_�xÃ�}Ã�_�{_�~�z|}~�_���_¶}ª�{|}~��_�}ª���t_

MNOPQ]RQYZQUVaXR\YQRSQaORX\]OZQÄVZVUSRYQYa\Q̀YQRSQTOÛYÅ_
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Equations différentielles du second ordre  

1.1 Equations différentielles homogènes du second ordre à coefficient constants 

Sont de la forme : 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑝

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑞𝑥 = 0                        (1.1) 

𝑝 𝑒𝑡 𝑞 sont des constantes réelles. Pour trouver l’intégrale (la solution) générale de cette 

équation, il suffit de trouver deux solutions particulièrement indépendantes. Cherchons 

les solutions particulières sous la forme : 

𝑋 = 𝑒𝑘𝑡 où 𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒                     (1.2) 

D’où ; 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘𝑒𝑘𝑡 et 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑘2𝑒𝑘𝑡, substituons ces expressions des dérivées dans 

l’équation (1) on trouve : 

𝑒𝑘𝑡(𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞) = 0, comme 𝑒𝑘𝑡 ≠ 0, on doit avoir : 

𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0                        (1.3) 

Si 𝑘 est une racine de l’équation (1.3), la fonction 𝑒𝑘𝑡 sera solution de l’équation (1.1). 

L’équation est appelée équation caractéristique de l’équation (1.1). 

Les racines de l’équation (1.3) sont : 

∆= 𝑝2 − 4𝑞 ⟹ 𝑘1 =
−𝑝+√𝑝2−4𝑞

2
=

−𝑝

2
+ √

𝑝2

4
− 𝑞 

et,  𝑘2 =
−𝑝−√𝑝2−4𝑞

2
=

−𝑝

2
− √

𝑝2

4
− 𝑞  

Trois cas peuvent se présenter : 

1. 𝑘1 𝑒𝑡 𝑘2 sont des nombres réels distincts (𝑘1  ≠  𝑘2). 

2. 𝑘1 𝑒𝑡 𝑘2 sont des nombres complexes. 

3. 𝑘1 𝑒𝑡 𝑘2 sont des nombres réels égaux (𝑘1 =  𝑘2). 

Premier cas : on a pour solution particulières : 

𝑋1 = 𝑒𝑘1𝑡 et  𝑋2 = 𝑒𝑘2𝑡, ces solutions sont linéairement indépendantes car : 

𝑋1

𝑋2
=

𝑒𝑘1𝑡

𝑒𝑘2𝑡 = 𝑒(𝑘1−𝑘2)𝑡 ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒  

La solution générale s’écrit par conséquent comme suite : 

𝑋 = 𝐶1𝑒𝑘1𝑡 + 𝐶2𝑒𝑘2𝑡  

Application. 1.1 : 

Trouver la solution générale de l’équation différentielle suivante :  

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 2𝑥 = 0 .  

Solution :  

L’équation caractéristique est comme suite : 

𝑘2 + 𝑘 − 2 = 0 , ∆= 1 − 4(−2) = 9 ⟹  𝑘1 = 1 𝑒𝑡 𝑘2 = −2 

Et la solution générale sera : 
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𝑋 = 𝐶1𝑒𝑡 + 𝐶2𝑒−2𝑡  

Second cas : étant donné que les racines complexes sont conjuguées, posons : 

𝑘1 = 𝛼 + 𝑖𝛽  et  𝑘2 = 𝛼 − 𝑖𝛽 où : 

𝛼 =
−𝑝

2
  et  𝛽 = √

𝑝2

4
− 𝑞 

On peut mettre les solutions particulières sous la forme : 

𝑋1 = 𝑒(𝛼+𝑖𝛽)𝑡 et 𝑋2 = 𝑒(𝛼−𝑖𝛽)𝑡                   (1.4) 

La solution générale de l’équation (1.1) est : 

𝑋 = 𝑒𝛼𝑡(𝐶1𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡)                   (1.5) 

Où, 𝐶1et 𝐶2 sont des constantes arbitraires. 

Nota : 

Si l’équation caractéristique admet deux racines imaginaires pures, on aura : 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑞𝑥 = 0  avec 𝑝 = 0 et la solution est de la forme : 

𝑋 = 𝑒𝑘𝑡 ⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘𝑒𝑘𝑡 et 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑘2𝑒𝑘𝑡 

L’équation différentielle devient : 

𝑒𝑘𝑡(𝑘2 + 𝑞) = 0 , avec 𝑘1,2 = ∓𝑖√𝑞 = ∓𝑖𝛽 et 𝛼 = 0. 

Par conséquent la solution (5) sera de la forme : 

𝑋 = 𝐶1𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 +  𝐶2𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡  

Application. 1. 2 : 

Soit l’équation différentielle du second ordre définie par l’expression suivante : 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 5𝑥 = 0  

-Trouver l’intégrale et la solution particulière satisfaisant les conditions initiales : 

(𝑥)𝑡=0 = 0 𝑒𝑡 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

𝑡=0
= 1  

Solution :  

L’équation caractéristique est comme suite : 

𝑘2 + 2𝑘 + 5 = 0   ⟹   ∆′= 1 − 5 = −4 ⟹  √∆′= ∓2𝑖   ⟹ 𝑘1 = −1 + 2𝑖  

et  𝑘2 = −1 − 2𝑖  

L’intégrale générale est donc : 𝑋 = 𝑒−1(𝐶1𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛2𝑡) 

Cherchons maintenant la solution particulière satisfaisant aux conditions initiales. 

Selon la 1ère condition initiale : (𝑥)𝑡=0 = 0  ⟹ 0 = 𝑒−0(𝐶1 ∗ 1 + 𝐶2 ∗ 0) ⟹ 𝐶1 = 0  

De la seconde condition initiale : (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

𝑡=0
= 1 

(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
) = −𝑒−𝑡(𝐶1𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛2𝑡) + 𝑒−𝑡(−2𝐶1𝑠𝑖𝑛2𝑡 + 2𝐶2𝑐𝑜𝑠2𝑡)  

⟹ 1 = −(𝐶1 + 0) + 1(0 + 2𝐶2) , avec 𝐶1 = 0 ⟹ 2𝐶2 = 1 ⟹ 𝐶2 = 1/2 

La solution particulière recherchée est donc : 

𝑋 =
1

2
𝑒−𝑡𝑠𝑖𝑛2𝑡  
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Application. 1.3 : 

Trouver les solutions générale et particulière, satisfaisant les conditions initiales 

suivantes : (𝑥)𝑡=0 = 0 𝑒𝑡 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

𝑡=0
= 3, relatives à l’équation différentielle : 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 9𝑥 = 0  

Solution :  

L’équation caractéristique est : 𝑘2 + 9 = 0 ⟹ 𝑘 ± 3𝑖    

L’intégrale générale est : 𝑋 = 𝐶1𝑐𝑜𝑠3𝑡 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛3𝑡 

Cherchons maintenant la solution particulière : 

(𝑥)𝑡=0 = 0  ⟹ 𝐶1 + 𝐶2 ∗ 0 = 0 ⟹ 𝐶1 = 0  

(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
) = −3𝐶1𝑠𝑖𝑛3𝑡 + 3𝐶2𝑐𝑜𝑠3𝑡  

(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

𝑡=0
= 3 ⟹ 3 = 0 + 3𝐶2 ⟹ 𝐶2 = 1  

La solution particulière recherchée est donc : 𝑋 = 𝑠𝑖𝑛3𝑡 

Troisième cas : l’intégrale générale est de la forme : 𝑋 = 𝐶1𝑒𝑘1𝑡 + 𝐶2𝑡𝑒𝑘2𝑡 

Application. 1. 4 : 

Trouver l’intégrale générale de l’équation différentielle : 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 4

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 4𝑥 = 0  

Solution :  

L’équation caractéristique est : 𝑘2 − 4𝑘 + 4 = 0 ⟹ 𝑘1 = 𝑘2 = 2    

La solution générale s’écrite comme suite : 

𝑋 = 𝑒2𝑡(𝐶1 + 𝐶2𝑡)  

1.2 Equations différentielles non homogènes du second ordre à coefficient 

constants 

Elles sont de la forme :  

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑝

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑞𝑥 = 𝑓(𝑡)                       (1.6) 

1.2.1. Second membre 𝒇(𝒕) = 𝑷𝒏(𝒕)𝒆𝜶𝒕  

1.2.1.1. Cas où 𝛼 n’est pas racine de l’équation caractéristique : 𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0 

Application. 1.5 : 

Trouver les solutions générale et particulière de l’équation différentielle du second ordre 

suivante : 
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 4

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 3𝑥 = 𝑡 

Solution : 

L’équation caractéristique : 

𝑘2 + 4𝑘 + 3 = 0 ⟹ ∆′= 4 − 3 = 1 ⟹ 𝑘1 = −2 + 1 = −1 𝑒𝑡 𝑘2 = −2 − 1 = −3 

La solution générale de l’équation différentielle homogène est comme suite : 
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�̅� = 𝐶1𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒−3𝑡  

Comme le second membre de l’équation différentielle non homogène est de la forme : 

𝑓(𝑡) = 𝑡 = 𝑡𝑒0𝑡 et 0 n’est pas racine de l’équation caractéristique 𝑘2 + 4𝑘 + 3 = 0, 

nous cherchons une solution particulière sous la forme : 𝑋∗ = 𝑄(𝑡)𝑒0𝑡 

c.à.d.  𝑋∗ = 𝐴0𝑡 + 𝐴1 avec 
𝑑𝑥∗

𝑑𝑡
= 𝐴0 et 

𝑑2𝑥∗

𝑑𝑡2
= 0 

Remplaçons cette solution dans l’équation différentielle proposée on obtient : 

4𝐴0 + 3(𝐴0𝑡 + 𝐴1) = 𝑡 ⟹ (4𝐴0 + 3𝐴1) + 3𝐴0𝑡 = 𝑡  

On fait certaine identification entre les deux membres de l’égalité, on peut écrire : 

{
4𝐴0 + 3𝐴1 = 0 

3𝐴0 = 1
   

D’où 

𝐴0 =
1

3
 𝑒𝑡 𝐴1 = −

4

9
   : Par conséquent :  𝑋∗ =

1

3
𝑡 −

4

9
 

La solution générale  𝑋 = �̅� +  𝑋∗ = 𝐶1𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒−3𝑡 +
1

3
𝑡 −

4

9
 

Application. 1.6 : 

Trouver les solutions générale et particulière de l’équation différentielle du second ordre 

suivante : 
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 9

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝑡2 + 1)𝑒3𝑡 

Solution : 

 L’équation caractéristique est : 𝑘2 + 9 = 0 ⟹ 𝑘 ± 3𝑖   et la solution générale de 

l’équation homogène est : �̅� = 𝐶1𝑐𝑜𝑠3𝑡 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛3𝑡 

 Le second membre de l’équation donnée = (𝑡2 + 1)𝑒3𝑡 est de la forme :  𝑃2(𝑡)𝑒3𝑡 

Comme 3 n’est pas racine de l’équation caractéristique 𝑘2 + 9 = 0, nous cherchons une 

solution particulière de la forme : 𝑓(𝑡) = (𝐴𝑡2 + 𝐵𝑡 + 𝐶)𝑒3𝑡 

Dérivons et substituons dans l’équation   
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 9

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝑡2 + 1)𝑒3𝑡 , on aura : 

𝐴 =
1

18
, 𝐵 =

−1

27
, 𝐶 =

5

81
 , la solution particulière est de la forme : 

𝑋∗ = (
1

18
𝑡2 −

𝑡

27
+

5

81
) 𝑒3𝑡  

et la solution générale de l’équation non homogène sera : 

𝑋 = �̅� + 𝑋∗ = 𝐶1𝑐𝑜𝑠3𝑡 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛3𝑡 + (
1

18
𝑡2 −

𝑡

27
+

5

81
) 𝑒3𝑡  

1.2.1.2. Cas où 𝛼 est racine simple de l’équation caractéristique  

Application. 1.7 : 

Trouver les solutions générale et particulière de l’équation différentielle du second ordre 

suivante : 
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 7

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 6𝑥 = (𝑡 − 2)𝑒𝑡 

Solution : 

On peut écrire : 
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 7

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 6𝑥 = (𝑡 − 2)𝑒𝑡 = (𝑡 − 2)𝑒1∗𝑡 

L’équation caractéristique : 𝑘2 − 7𝑘 + 6 = 0 ⟹  𝑘1 = 6 𝑒𝑡 𝑘2 = 1 

La solution générale de l’équation homogène : �̅� = 𝐶1𝑒6𝑡 + 𝐶2𝑒𝑡 
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On constate que le second membre est de la forme : 𝑃1𝑒1∗𝑡 où 1 est racine simple de 

l’équation caractéristique, nous cherchons une solution particulière sous la forme : 

𝑋∗ = 𝑡(𝐴𝑡 + 𝐵)𝑒𝑡 ⟹ 𝑜𝑛 𝑡𝑖𝑟𝑒: 𝐴 =
−1

10
, 𝐵 =

9

25
⟹ 𝑋∗ = 𝑡 (

−1

10
𝑡 +

9

25
) 𝑒𝑡  

Et la solution générale de l’équation non homogène sera comme suite : 

 𝑋 = �̅� + 𝑋∗ = 𝐶1𝑒6𝑡 + 𝐶2𝑒𝑡 + 𝑡 (
−1

10
𝑡 +

9

25
) 𝑒𝑡 

1.2.2. Second membre 𝒇(𝒕) = 𝑷𝒏(𝒕)𝒆𝜶𝒕𝒄𝒐𝒔𝜷𝒕 + 𝑸𝒏(𝒕)𝒆𝜶𝒕𝒔𝒊𝒏𝜷𝒕 

 si (𝜶 + 𝒊𝜷) n’est pas racine de l’équation caractéristique, la solution particulière de 

l’équation (6) est de la forme : 𝑋∗ = 𝑈(𝑡)𝑒𝛼𝑡𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 + 𝑉(𝑡)𝑒𝛼𝑡𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡 ; 

 si (𝜶 + 𝒊𝜷) est une racine simple de l’équation caractéristique, la solution particulière 

de l’équation (6) est :  𝑋∗ = 𝑡[𝑈(𝑡)𝑒𝛼𝑡𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 + 𝑉(𝑡)𝑒𝛼𝑡𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡] ; 

1.2.3. Second membre 𝒇(𝒕) = 𝑴𝒄𝒐𝒔𝜷𝒕 + 𝑵𝒔𝒊𝒏𝜷𝒕,    𝑴 𝒆𝒕 𝑵 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔 

 si  𝜷𝒊 n’est pas racine de l’équation caractéristique, la solution particulière de 

l’équation (6) est de la forme : 𝑋∗ = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡 ; 

 si 𝜷𝒊 est racine simple de l’équation caractéristique, la solution particulière de 

l’équation (1.6) est de la forme :  𝑋∗ = 𝑡(𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡). 

Application. 1.8 : 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 5𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠𝑡  

𝑓(𝑡) = 2𝑐𝑜𝑠𝑡 = 𝑀𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 + 𝑁𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡 ⟹   𝑀 = 2, 𝑒𝑡  𝛽 = 1   

L’équation caractéristique : 𝑘2 + 2𝑘 + 5 = 0 ⟹ ∆′= −4 = ∓2𝑖 ⟹ 𝑘1 = −1 + 2𝑖 

𝑒𝑡 𝑘2 = −1 − 2𝑖  

La solution générale de l’équation différentielle homogène sans le second membre est : 

�̅� = 𝑒−𝑡(𝐶1𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛2𝑡) 

Comme 2𝑖 n’est pas racine de l’équation caractéristique, la solution particulière de 

l’équation non homogène est de la forme : 𝑋∗ = 𝐴 𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑡,  car 𝛽 = 1. On dérive 

et on remplace dans l’équation différentielle proposée, on obtient : 

𝑑𝑥∗

𝑑𝑡
= −𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝑡       𝑒𝑡   

𝑑2𝑥∗

𝑑𝑡2
= −𝐴𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑡  

−𝐴𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑡 − 2𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡 + 2𝑏𝑐𝑜𝑠𝑡 + 5𝐴𝑐𝑜𝑠𝑡 + 5𝐵𝑠𝑖𝑛𝑡 = 2𝑐𝑜𝑠𝑡  

4𝐴𝑐𝑜𝑠𝑡 + 4𝐵𝑠𝑖𝑛𝑡 − 2𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡 + 2𝐵𝑐𝑜𝑠𝑡 = 2𝑐𝑜𝑠𝑡  

⟹ (4𝑎 + 2𝐵)𝑐𝑜𝑠𝑡 + (4𝐵 − 2𝐴)𝑠𝑖𝑛𝑡 = 2𝑐𝑜𝑠𝑡  

⟹ {
4𝐴 + 2𝐵 = 2
4𝐵 − 2𝐴 = 0

 ⟹ 𝐴 =
2

5
 𝑒𝑡 𝐵 =

1

5
  

La solution générale de l’équation non homogène est par conséquent comme suite : 

𝑋 = �̅� + 𝑋∗ = 𝑒−𝑡(𝐶1𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛2𝑡) +
2

5
𝑐𝑜𝑠𝑡 +

1

5
𝑠𝑖𝑛𝑡  

Application. 1.9 : 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 4𝑥 = 𝑐𝑜𝑠2𝑡   donc on constate que 𝛽 = 2 ⟹ 𝛽𝑖 = 2𝑖  
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L’équation caractéristique : 𝑘2 + 4 = 0 ⟹  𝑘1,2 = ∓2𝑖 on constate que 2𝑖 est racine de 

l’équation caractéristique, la solution particulière de l’équation non homogène sera de 

la forme : 𝑋∗ = 𝑡(𝐴𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛2𝑡), on dérive et en remplace dans l’équation 

proposée, on obtient : 𝐴 = 0, 𝐵 =
1

4
⟹ 𝑋∗ =

𝑡 

4
𝑠𝑖𝑛2𝑡 

La solution générale : 𝑋 = �̅� + 𝑋∗ = 𝐶1𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛2𝑡 +
𝑡 

4
𝑠𝑖𝑛2𝑡 

 Application. 1.10 : 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 𝑥 = 3𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡 , donc on constate que 𝛼 = 2 𝑒𝑡 𝛽 = 1 

𝑘2 − 1 = 0 ⟹ 𝑘 = ∓1 ⟹ �̅� = 𝐶1𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒𝑡  

𝟐 + 𝒊  n’est pas racine de l’équation caractéristique donc : 

𝑋∗ = 𝑒2𝑡(𝐴𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑡);  avec  𝐴 =
3

10
 𝑒𝑡 𝐵 =

3

5
 

𝑋∗ = 𝑒2𝑡 (
3

10
𝑐𝑜𝑠𝑡 +

3

5
𝑠𝑖𝑛𝑡)  

La solution générale de l’équation sera : 

𝑋 = �̅� + 𝑋∗ = 𝐶1𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒𝑡 + 𝑒2𝑡 (
3

10
𝑐𝑜𝑠𝑡 +

3

5
𝑠𝑖𝑛𝑡)  
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IV.1 INTRODUCTION 

Dans le but de réaliser une analyse sismique et une conception d’une structure à être 

implantée à un endroit particulier, l’histoire de l’actuel temps des secousses, est requise. 

Cependant, il n’est pas possible d’avoir tels enregistrements à chaque et tout endroit. De 

plus, l’analyse de la réponse sismique des structures ne peut pas être réalisée à la base 

d’une simple valeur de pic d’accélération du sol. Mais elle dépend également la 

fréquence que contient le mouvement du sol ainsi que leurs propres propriétés 

dynamiques. Pour surmonter ces difficultés, l’analyse modale est constituée l’une des 

méthodes les plus cohérentes à analyser le comportement dynamique des structures. Ce 

présent chapitre sera consacré à l’investigation de la réponse sismique des structures à 

plusieurs degrés de liberté (N-DDL) sujettes à des excitations dynamiques, exprimées 

sous forme d’un historique d’accélération ou chargement quelconque. 

IV.2 SYSTEME A PLUSIEURS DEGRES DE LIBERTES (N-DDL) 

Une structure peut être considérée comme un système oscillant à plusieurs degrés de 

liberté (N-DDL), lorsqu’on suppose que les masses sont concentrées dans un certain 

nombre précis de sections. 

IV.2.1 Méthode de rigidité (ou méthode de déplacement) 

Dans ce cas les forces agissant sur le système seront exprimées par l’intermédiaire 

des déplacements. Elle se base sur les hypothèses de calcul, suivants : 

 la masse totale de la structure est concentrée au niveau des planchers ; 

 les planchers sont infiniment rigides dans leurs plans ; 

 les planchers se déplacent horizontalement. 

 

a) Cas d’un bâtiment 

 

 

 

 

b) Cas d’un pont 

Figure IV.1 Modèle discrétisé des masses concentrées 
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IV.2.1.1 Etapes de calcul 

1. Etablissement de l’équation caractéristique des fréquences 

Un système de N-DDL peut être remplacé par N-systèmes de 1DDL. Cette notion 

permet d’aboutir à un système matriciel décrivant N-équations découplées du 

mouvement tel que. 

[𝑚]{�̈�(𝑡)} + [𝑐]{�̇�(𝑡)} + [𝑘]{𝑢(𝑡)} = {𝐹(𝑡)}              (IV.1) 

Où [𝑚]: Matrice des masses globales (réelles), matrice carrée (𝑛 × 𝑛). [𝑘] Matrice de 

rigidité (𝑛 × 𝑛) et tridiagonale. [𝑐] Matrice d’amortissement (𝑛 × 𝑛) et tridiagonale. 

{𝑢(𝑡)} Vecteur de déplacement relatif, {�̇�(𝑡)} vecteur de la vitesse relative, {�̈�(𝑡)} 

vecteur d’accélération relative. 

La méthode la plus utilisée pour résoudre ce système d’équations est dite méthode de 

superposition modale/ ou décomposition modale, qui permet d’aboutir à un système 

matriciel décrivant 𝑁 − é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 découplées du mouvement. 

Pour trouver la forme de l’équation de fréquences, on suppose que la solution 

particulière de l’équation différentielle ordinaire (EDO) décrivant le mouvement d’un 

système de N-DDL, libre et sans amortissement est comme suite. 

[𝑚]{�̈�(𝑡)} + [𝑘]{𝑢(𝑡)} = {0}                   (IV.2) 

{𝑢} = {𝐴}sin (𝜔𝑡 + 𝜑) 

On dérive deux fois et on remplace dans l’équation IV.2, on trouve. 

{[k] − ωi
2[m]}{Ai} = {0}            𝑖 = 1,2,3… . 𝑛             (IV.3) 

Cette équation représente un système d’équations linéaires homogènes. Pour que ce 

système ayant des solutions non nulles, il faut que son déterminant soit nul. 

|{[k] − ωi
2[m]}| = {0}                      (IV.4) 

L’Equation IV.4 est appelée équation caractéristique des fréquences, et les valeurs 

obtenues : 

𝜔1 < 𝜔2 < 𝜔3⋯  ⋯ < 𝜔𝑛 

Sont appelées les fréquences propres. 𝜔1 Est dite fréquence fondamentale, ceci implique 

également pour les périodes du mouvement que : 

𝑇1 > 𝑇2 > 𝑇3  ⋯  > 𝑇𝑛,  Avec 𝜔𝑖 =
2𝜋

𝑇𝑖
. On aura pour chaque,  

𝜔𝑖 ⟶ 𝑢𝑛 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 𝒑𝒓𝒐𝒑𝒓𝒆 {ϕi} 
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2. Détermination des matrices de rigidité, amortissement et masses 

 Matrice de rigidité 

Soit un système de masses concentrées, représentant une structure à trois étages. La 

matrice de rigidité recherchée du système, est de la forme générale suivante : 

[𝑘] = [𝑘𝑖𝑗] 

Où 𝑘𝑖𝑗 représente un élément de la matrice [𝑘] et défini comme suit : rigidité de la masse 

𝑚𝑖 (point 𝑖) nécessaire pour s’opposer à un déplacement unitaire imposé à la masse 𝑚𝑗 

(point 𝑗.  

*pour déterminer les éléments 𝑘𝑖𝑗 de la matrice [𝑘], on procède de la manière suivante. 

On impose à la masse 𝑚𝑖 un déplacement linéaire et unitaire 𝑢𝑖 = 1, (où 𝑖 = 1,2,⋯𝑛) 

et on fixe les autres masses (Fig IV.2). 

 

Figure IV.2 Méthode de détermination des éléments de la matrice de rigidité 

De cette figure, on aura alors : 

𝑘11 = 𝑘1;         𝑘21 = −𝑘1    𝑒𝑡    𝑘31 = 0 

𝑘12 = −𝑘1;         𝑘22 = 𝑘1 + 𝑘2    𝑒𝑡    𝑘32 = −𝑘2 

𝑘13 = 0;        𝑘23 = −𝑘2    𝑒𝑡    𝑘33 = 𝑘2 + 𝑘3 

D’où, la matrice de rigidité de ce système à trois masses concentrées.  

[𝑘] = [

𝑘11 𝑘12 𝑘13
𝑘21 𝑘22 𝑘32
𝑘13   𝑘23  𝑘33

] = [

𝑘1 −𝑘1 0

−𝑘1 𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2
0 −𝑘2 𝑘2 + 𝑘3

] 

D’une manière générale pour cette disposition des masses concentrées (𝑚1: masse du 

plancher terrasse). Dans le cas où l’ordre est inversé c.à.d. 𝒎𝟏 devient la masse du 

plancher RDC, toutes ces expressions des éléments de rigidité ou d’amortissement 𝒄𝒊𝒋 

seront différentes. 
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Alors, on peut déduire de cette configuration (Fig IV.2) pour le cas général que : 

𝑘11 = 𝑘1 

𝑘𝑖𝑗 = −𝑘𝑖   ;    𝑝𝑜𝑢𝑟     𝑖 = 𝑗 − 1 

𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑖−1 + 𝑘𝑖  ;    𝑝𝑜𝑢𝑟     𝑖 = 𝑗 

𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑗 ;    𝑝𝑜𝑢𝑟     𝑖 = 𝑗 + 1 

Les autres éléments de la matrice [𝑘] sont nuls. On s’aperçoit que la matrice [𝑘] est 

matrice carrée de  (𝑛 × 𝑛), symétrique et tridiagonale. 

 Matrice d’amortissement 

D’une façon analogique, la matrice d’amortissement est déduite. Elle est également 

carrée de  (𝑛 × 𝑛), symétrique et tridiagonale. On traite ici une matrice d’amortissement 

d’un système de quatre masses concentrées par exemple. 

[𝑐] = [

𝑐11 𝑐12 𝑐13 𝑐14
𝑐21 𝑐22 𝑐23 𝑐24
𝑐31
𝑐41

𝑐32
𝑐42

𝑐33
𝑐43

𝑐34
𝑐44

]

4×4

= [

𝑐1 −𝑐1 0 0
−𝑐1 𝑐1 + 𝑐2 −𝑐2 0

0
0

−𝑐2
0

𝑐2 + 𝑐3 −𝑐3
−𝑐3 𝑐3 + 𝑐4

]

4×4

 

 Matrice des masses 

La matrice des masses globales ou physiques (réelles) est aussi une matrice carrée de 

(𝑛 × 𝑛) symétrique mais diagonale et non tridiagonale. 

[𝑚] = [

𝑚1 0 ⋯ 0
0 𝑚2 ⋯ 0
⋮
0

⋮
0

⋱
…

⋮
𝑚𝑛

]

𝑛×𝑛

 

**Application 

Soit l’ossature montrée sur la figure ci-dessous. Déterminer les vecteurs propres en 

utilisant la méthode de rigidité (ou de déplacement). On suppose que les poutres ayant 

une rigidité constante. 
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**Solution 

Le calcul des fréquences et vecteurs propres se fera à l’aide de l’équation caractéristique 

des fréquences de fréquences. 

|{[k] − ωi
2[m]}| = {0} 

Sachant que (voir chapitre II) que pour un poteau de RDC ou EC, doublement encastré 

on a : 𝑘 =
12𝐸𝐼

ℎ3
  

⟹ 𝑘é𝑞 1 = 2(
12𝐸𝐼

ℎ3
+
12𝐸𝐼

ℎ3
+
12𝐸𝐼

ℎ3
+
12𝐸𝐼

ℎ3
) =

96𝐸𝐼

ℎ3
 

𝑘é𝑞 2 =
12𝐸𝐼

ℎ3
+
3

2
 
12𝐸𝐼

ℎ3
+
3

2
 
12𝐸𝐼

ℎ3
+
12𝐸𝐼

ℎ3
=
60𝐸𝐼

ℎ3
 

𝑘é𝑞 3 =
1

2
 
12𝐸𝐼

ℎ3
+ 
12𝐸𝐼

ℎ3
+
12𝐸𝐼

ℎ3
+
1

2
 
12𝐸𝐼

ℎ3
=
36𝐸𝐼

ℎ3
 

 

 

⟹

{
 
 

 
 𝑘11 = 𝑘1 é𝑞 + 𝑘2 é𝑞 =

96𝐸𝐼 + 60𝐸𝐼

ℎ3
=
96𝐸𝐼

ℎ3

𝑘21 = −𝑘2 é𝑞 = −
60𝐸𝐼

ℎ3
                                  

𝑘31 = 0                                                                

 

 

⟹

{
 
 

 
 𝑘32 = −𝑘3 é𝑞 = −

36𝐸𝐼

ℎ3
                                                            

𝑘22 = 𝑘2 é𝑞 + 𝑘3 é𝑞 =
60𝐸𝐼 + 36𝐸𝐼

ℎ3
=
96𝐸𝐼

ℎ3
                        

𝑘12 = −𝑘2 é𝑞 = −
60𝐸𝐼

ℎ3
                                                                

 

 

 

⟹

{
 
 

 
 𝑘33 = 𝑘3 é𝑞 =

36𝐸𝐼

ℎ3
                                                            

𝑘23 = −𝑘3 é𝑞 = −
36𝐸𝐼

ℎ3
                                                  

𝑘12 = 0                                                                               

 

[k] = [

𝑘11 𝑘12 𝑘13
𝑘21 𝑘22 𝑘32
𝑘13   𝑘23  𝑘33

] =
12𝐸𝐼

ℎ3
[
13 −5 0

−5 8 −3

0 −3 3

] 
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*La matrice des masses 

[m] = [

𝑚1 0 0

0 𝑚2 0

0  0  𝑚3

] = 𝑚 [
2 0 0

0 2 0

0  0  1

] 

*L’équation caractéristique des fréquences 

|{[k] − ωi
2[m]}| = 0 ⟺ |

12𝐸𝐼

ℎ3
[
13 −5 0

−5 8 −3

0 −3 3

] − ωi
2 ×𝑚 [

2 0 0

0 2 0

0  0  1

]| = 0 

Posons 𝛼 =
𝑚ℎ3

12𝐸𝐼
ωi
2 

⟺ |[
13 −5 0

−5 8 −3

0 −3 3

] − α [
2 0 0

0 2 0

0  0  1

]| = |

(13 − 2𝛼) −5 0

−5 (8 − 2𝛼) −3

0 −3 (3 − 2𝛼)
| = 0 

Après développement on aura : 

4𝛼3 − 54𝛼2 − 187𝛼 − 120 = 0 

Soient les racines de ce polynômes d’ordre trois. 

𝛼1 =
𝑚ℎ3

12𝐸𝐼
ω1
2 = 0.827 ⟹ 𝜔1 = 3.15√

𝐸𝐼

𝑚ℎ3
 

𝛼2 =
𝑚ℎ3

12𝐸𝐼
ω2
2 = 4.366 ⟹ 𝜔2 = 7.238√

𝐸𝐼

𝑚ℎ3
 

𝛼3 =
𝑚ℎ3

12𝐸𝐼
ω3
2 = 4.366 ⟹ 𝜔3 = 9.984√

𝐸𝐼

𝑚ℎ3
 

On constate que 𝜔1 < 𝜔2 < 𝜔3. Les racines du polynôme peuvent être aisément 

moyennant MATLAB via l’instruction roots(poly). 

Exemple de calcul rapide des racines d’un polynôme moyennant MATLAB 

Soit l’équation polynomiale 

𝑥5 + 3𝑥4 − 8𝑥3 + 12𝑥2 − 𝑥 + 4 = 0 

Il suffit de déclaré un vecteur contenant les coefficients du polynôme : 

≫ 𝑝𝑜𝑙𝑦 = [1  3  − 8   12 − 1  4 ];  
Et après la fonction roots de MATLAB 

≫ 𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠(𝑝𝑜𝑙𝑦)  
𝑎𝑛𝑠 =  

−5.0623
1.1051 + 1.1056 𝑖
1.1051 − 1.1056 𝑖
−0.0739 + 0.5638 𝑖
−0.0739 − 0.5638 𝑖
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 Les vecteurs propres seront déduits à partir de l’équation générale : 

{[k] − ωi
2[m]}{ϕi} = {0} 

Avec       

{ϕ1} = {

𝜙11
𝜙21
𝜙31

}

{ϕ2} = {

𝜙12
𝜙22
𝜙32

}

{ϕ3} = {

𝜙13
𝜙23
𝜙33

}
}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

Cette équation se transforme à un système linéaire de trois équations à trois inconnues. 

Au début, on suppose que 𝜙11 = 𝜙12 = 𝜙13 = 1.0 

*Alors pour  𝛼1 = 0.827, le système deviendra. 

[

(13 − 2𝛼1) −5 0

−5 (8 − 2𝛼1) −3

0 −3 (3 − 2𝛼1)
] {

𝜙11
𝜙21
𝜙31

} = {
0
0
0
} 

⟺    

(13 − 2𝛼1) × 𝜙11 − 5𝜙21 = 0         

−5 × 𝜙11 + (8 − 2𝛼1)𝜙21 − 3𝜙31 = 0

0 × 𝜙11 − 3𝜙21 + (3 − 2𝛼1) = 0         

} 

⟹ {

𝜙11 = 1.0     
𝜙21 = 2.269
𝜙31 = 3.134

⟹ {𝜙1} = {

𝜙11
𝜙21
𝜙31

} = {
1.0
2.269
3.134

} 

NOTA : Les valeurs du premier vecteur propre sont toujours positives 

On procède de la même manière, on trouve. 

{

𝜙12 = 1.0     
𝜙22 = 0.853
𝜙32 = −1.873

⟹ {𝜙2} = {

𝜙12
𝜙22
𝜙32

} = {
1.0
0.853
−1.873

} 

{

𝜙13 = 1.0     
𝜙23 = −0.723
𝜙33 = 0.406   

⟹ {𝜙2} = {

𝜙13
𝜙23
𝜙33

} = {
1.0

−0.723
0.406

} 

Les vecteurs propres peuvent être présentés graphiquement comme suit : 
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3. Calcul des caractéristiques modales 

a) Condition d’orthogonalité 

Une propriété importante dans la dynamique de structures. Considérons l’équation des 

fréquences : 

{[k] − ωi
2[m]}{Ai} = {0} 

⟺ [k]{Ai} − ωi
2[m]{Ai} = {0} 

Le premier terme de cette égalité représente la force élastique ou de rappel 𝐹𝑠 = [k]{Ai}, 

tandis que la quantité 𝐹𝐼 = ωi
2[m]{Ai} est la force d’inertie. Dans le cas où le système 

est soumis à une vibration libre provoqué par ses forces d’inertie qui entrainent des 

déplacements {Ai}. 

 Rappel sur le théorème de Betti 

Soient la poutre représentée sur la Figure IV.3, soumise à un système de chargement 

progressif de forces concentrées 𝑃1 puis 𝑃2.  

Ces forces sont appliquées progréssivement l’une après l’autre aux sections 1 et 2. La 

charge 𝑃1 produit un déplacement ∆11 dans la section 1 et ∆21 dans la section 2. 

L’énergie potentielle produite par la charge 𝑃1 est. 𝑇𝑃1 =
1

2
𝑃1∆11. 

Supposons maintenant que la poutre ainsi déformée, on maintient la force 𝑃1 et on 

applique dans la section 2 une force 𝑃2. Sous l’effet de cette deuxième force, la poutre 

se déforme encore. Ainsi la force 𝑃2 une déformation ∆12 dans la section 1 et une 

déformation ∆22 à la section 2. L’énergie potentielle produite par la charge  𝑃2 est : 

𝑇𝑃2 =
1

2
𝑃2∆22 + 𝑃1∆12 

A la fin le travail produit par les deux forces 𝑃1 et 𝑃2 est. 
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𝑇𝑃1+𝑃2 =
1

2
𝑃1∆11 + 𝑃1∆12 +

1

2
𝑃2∆22 

Le terme intermédiaire (𝑃1∆12) provient du fait que dans la deuxième phase de 

déformation, la force 𝑃1 a parcouru le déplacement ∆12 avec toute son intensité, donc il 

n’est pas affecté par le coefficient 1/2. 

*Si on change l’ordre de chargement, c.à.d. on commence par 𝑃2 à la section 2 puis 𝑃1 

à la section 1, on aura donc. 

𝑇𝑃2 =
1

2
𝑃2∆22 

On ajoute la force 𝑃1 de la même façon on aura : 

𝑇𝑃1 =
1

2
𝑃1∆11 + 𝑃2∆21 

A la fin le travail produit par les deux forces 𝑃2 et 𝑃1 est. 

𝑇𝑃2+𝑃1 =
1

2
𝑃2∆22 + 𝑃2∆21 +

1

2
𝑃1∆11 

Sachant que  

𝑇𝑃1+𝑃2 = 𝑇𝑃2+𝑃1 ⟹ 𝑃1∆12= 𝑃2∆21 

 

Figure IV.3 Présentation graphique du théorème de Betti 

Donc d’après le théorème de Betti, on peut écrire. 

{𝐹𝐼𝑚}
𝑇{𝐴𝑛} = {𝐹𝐼𝑛}

𝑇{𝐴𝑚} 

Avec :              {
{𝐹𝐼𝑚}

𝑇 = 𝜔𝑚
2 {𝐴𝑚}

𝑇[𝑀]

{𝐹𝐼𝑛}
𝑇 = 𝜔𝑛

2{𝐴𝑛}
𝑇[𝑀]

 

⟺𝜔𝑚
2 {𝐴𝑚}

𝑇[𝑀]{𝐴𝑛} = 𝜔𝑛
2{𝐴𝑛}

𝑇[𝑀]{𝐴𝑚} 

Comme le résultat est un scalaire : 

⟹ {𝐴𝑚}
𝑇{𝐴𝑛} = {𝐴𝑛}

𝑇{𝐴𝑚} 

e.g. [1 2 3] {
2
4
5
} = [2 4 5] {

1
2
3
} = 2 + 8 + 15 = 25 

⟺𝜔𝑚
2 [𝑀]{𝐴𝑚}{𝐴𝑛}

𝑇 = 𝜔𝑛
2[𝑀]{𝐴𝑚}{𝐴𝑛}

𝑇 



Chapitre 4              Pratique de l’analyse modale des structures 

11 
Cours & applications ‘’ouvrages en zones sismiques’’ UMC_DGC_M1CPB_Dr. R. DERGHOUM 

⟺ (𝜔𝑚
2 −𝜔𝑛

2)[𝑀]{𝐴𝑚}{𝐴𝑛}
𝑇 = 0;   𝑎𝑣𝑒𝑐 𝜔𝑚 ≠ 𝜔𝑛 

⟹ {𝐴𝑛}
𝑇[𝑀]{𝐴𝑚} = 0 

Cette dernière expression est dite première condition d’orthogonalité par rapport à la 

masse globale. Généralement elle est exprimée en termes des vecteurs propres par 

rapport à la masse et à la rigidité comme suite. 

{
 {𝜙𝑛}

𝑇[𝑀]{𝜙𝑚} = 0   ⟶   1ère condition d′orthogonalité par rapport à la masse

{𝜙𝑛}
𝑇[𝑘]{𝜙𝑚} = 0   ⟶ 1ère condition d′orthogonalité par rapport à la rigidité

 

**Application 

Soit le système de trois masses concentrées montré sur la figure ci-

contre. On demande de : 

 déterminer les vecteurs propres {𝜙1}, {𝜙2} et {𝜙3} ; 

 vérifier la première condition d’orthogonalité par rapport à la masse 

et la rigidité. 

Données : m1 = 3.6 t. 𝑠
2/𝑚, m2 = 2.7 t. 𝑠

2/𝑚, 𝑚3 = 1.8 t. 𝑠
2/𝑚 

k1 = 3.24 × 10
3𝑘𝑁/𝑚, k2 = 2.16 × 10

3𝑘𝑁/𝑚, k3 = 1.08 × 10
3𝑘𝑁/𝑚 

**Solution 

*Etablissement de la matrice de rigidité (voir détail application précédente). 

[k] = [

𝑘11 𝑘12 𝑘13
𝑘21 𝑘22 𝑘32
𝑘13   𝑘23  𝑘33

] = [
5400 −2160 0

−2160 3240 −1080

0 −1080 1080

] 

On constate que 𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑗𝑖 

*Matrice des masses 

[M] = [

𝑚1 0 0

0 𝑚2 0

0   0  𝑚3

] = [
3.6 0 0
0 2.7 0
0 0 1.8

] 

*Equation caractéristiques des fréquences 

|[
5400 −2160 0

−2160 3240 −1080

0 −1080 1080

] − ωi
2 [
3.6 0 0
0 2.7 0
0 0 1.8

]| = 0 

⟺ |[

(5400 − 3.6 ωi
2) −2160 0

−2160 (3240 − 2.7ωi
2) −1080

0 −1080 (1080 − 1.8ωi
2)

]| = 0 
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⟺

|

|
(1 −

 ωi
2

1500
) −0.4 0

−0.4 (0.6 −
ωi
2

2000
) −0.20

0 −0.20 (0.2 −
ωi
2

3000
)
|

|

= 0 

Posons 𝐴 =
 ωi
2

1500
 

⟺ |
|

(1 − 𝐴) −0.4 0

−0.4 (0.6 −
4

3
𝐴) −0.20

0 −0.20 (0.2 −
𝐴

2
)

|
| = 0 

⟹ 𝐴3 − 2.2 𝐴2 − 1.2 𝐴 − 0.128 = 0  

Les racines sont:  𝐴1 = 0.1365, 𝐴2 = 0.65 et  𝐴3 = 1.1414, où 𝐴1 < 𝐴2 < 𝐴3 

𝐴1 Correspond à la période la plus longue (la fréquence dominante). 

𝐴1 = 0.1365 =
 ω1
2

1500
⟹𝜔1 = 14.3 𝑟𝑎𝑑/𝑠  

𝐴2 = 0.65 =
 ω2
2

1500
⟹𝜔2 = 31.2 𝑟𝑎𝑑/𝑠  

𝐴3 = 1.414 =
 ω3
2

1500
⟹𝜔3 = 46 𝑟𝑎𝑑/𝑠  

𝜔1 < 𝜔2 < 𝜔3 ⟹ 𝑇1 > 𝑇2 > 𝑇3  

*Calcul du 1er mode de vibration 

𝜔1 = 14.3 𝑟𝑎𝑑/𝑠  

{[k] − ω1
2[M]}{A1} = {0} 

{[

(5400 − 3.6 × 14.3̅̅ ̅̅ ̅2) −2160 0

−2160 (3240 − 2.7 × 14.3̅̅ ̅̅ ̅2) −1080

0 −1080 (1080 − 1.8 × 14.3̅̅ ̅̅ ̅2)

]} {
𝐴11
𝐴21
𝐴31

} = {
0
0
0
} 

⟺ {[
4663.84 −2160 0

−2160 2687.8 −1080

0 −1080 711.92

]} {

1.0
�̅�21
�̅�31

} = {
0
0
0
}  

Avec �̅�21 =
𝐴21

𝐴11
 et �̅�31 =

𝐴31

𝐴11
 

⟺ {
−2160
0

} + [
2687.8 −1080
−1080 711.92

] {
�̅�21
�̅�31

} = {
0
0
} 
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⟹ {
�̅�21
�̅�31

} = {
2160
0

} × [
2687.8 −1080
−1080 711.92

]
−1

 

⟹ {
�̅�21
�̅�31

} = − [
711.92 −1080
1080 2687.8

] ×
1

747150.154
{
−2160
0

} = {
2.06
3.12

} 

*Rappel du calcul matriciel 

𝐴−1 =
𝐴∗

𝐷
 , 𝐴−1 est la matrice inverse de 𝐴, 𝐴∗ sa matrice adjointe 

et 𝐷 son déterminant. 

⟹ {𝐴1} = {
1.0
2.06
3.12

} ⟹ 3.12 {
0.30
0.644
1.0

} = {

𝜙11
𝜙21
𝜙31

} = {𝜙1} 

*Deuxième mode de vibration 

On procède de la même façon, on obtient. 

{𝜙2} = {

𝜙12
𝜙22
𝜙32

} = {
−0.676
−0.622
1.0

}  

*Troisième mode de vibration 

{𝜙3} = {

𝜙13
𝜙23
𝜙33

} = {
2.50
−2.60
1.0

} 

 

 

 

 

 

*Vérification de la 1ère condition d’orthogonalité 

{𝜙1}
𝑇[𝑀]{𝜙2} = [0.3 0.644 1.0] [

3.6 0 0
0 2.7 0
0 0 1.8

] {
−0.676
−0.622
1.0

} = −0.0116 ≅ 0 

*Vérification de la seconde condition d’orthogonalité 

{𝜙1}
𝑇[𝑘]{𝜙2} = [0.3 0.644 1.0] [

5.4 −2.16 0
−2.16 2.687 −1.08
0 −1.08 7.12

] {
−0.676
−0.622
1.0

} = 6.26 ≠ 0 

Alors la matrice [𝜙] est orthogonale par rapport à la matrice de rigidité. 

4. Détermination des caractéristiques modales ou généralisées 

𝑚2 
𝑚1 
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Le système montré sur la Figure ci-contre possède un 

nombre infini de degrés de liberté. Il existe une approche 

permettant de réduire le nombre de DDL. Cette approche est 

basée sur l’hypothèse que la déformée de la poutre peut être 

représentée par la somme des fonctions représentant chacune d’elles, une déformée 

possible du système. Ces fonctions sont appelées déplacements généralisés de la 

structure (système). 

Chaque déformée est représentée par une série trigonométrique de Fourier. 

𝑉(𝑢) = ∑𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛
𝑛 × 𝜋 × 𝑢

𝐿

∞

𝑛=1

 

𝑏𝑛: Coefficient de la série trigonométrique de Fourrier. Cette méthode limite le nombre 

de termes de la série. Exemple de 𝑏1, 𝑏2 𝑒𝑡 𝑏3 qui permettent une représentation 

satisfaisante de point de vue pratique de la déformation de la poutre (Fig IV.4). 

 

Figure IV.4 Déplacements généralisés 

Pour les éléments verticaux (bâtiment) on aura la même chose, comme il est indiqué à 

la figure ci-dessous. 
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On note : 

{𝑢1} = {𝜙1}𝑦1, {𝑢2} = {𝜙2}𝑦2  et {𝑢3} = {𝜙3}𝑦3. De manière générale {𝑢𝑛} = {𝜙𝑛}𝑦𝑛 

{𝑢}: Vecteur des coordonnées géométriques ou déplacement réel. 

𝑦𝑛: Coordonnées généralisées ou modales ou fonctions des déformées. 

 la réponse globale du système s’obtient en superposant les réponses de 𝑛 modes 

indépendants de vibration. Ainsi la réponse globale en termes de vecteurs de 

déplacement d’un système à plusieurs DDL est exprimée comme. 

{𝑢} = {𝜙1}𝑦1 + {𝜙2}𝑦2 +⋯+ {𝜙𝑛}𝑦𝑛 = [ϕ]{𝑦𝑛}            (IV.5) 

Dans laquelle, {𝑦(𝑡)} représente le vecteur du déplacement modal et [𝜙] matrice des 

vecteurs propres ([𝜙] = [𝜙1, 𝜙2, ……𝜙𝑛]. Elle n’est pas singulière, c.à.d. elle admet une 

matrice inverse. 

{𝑢} = [ϕ]{𝑦𝑛}, multipliant cette quantité par {𝜙𝑛}
𝑇[𝑀], on aura : 

{𝜙𝑛}
𝑇[𝑀]{𝑢} = {𝜙𝑛}

𝑇[𝑀][ϕ]{𝑦𝑛}  

                         = {𝜙𝑛}
𝑇[𝑀][{𝜙1}, {𝜙2}, ⋯ {𝜙𝑛}]{𝑦𝑛}  

                         = {𝜙𝑛}
𝑇[𝑀][{𝜙1}𝑦1, {𝜙2}𝑦2, ⋯ {𝜙𝑛}𝑦𝑛]  

          = {𝜙𝑛}
𝑇[𝑀]{𝜙1}𝑦1 + {𝜙𝑛}

𝑇[𝑀]{𝜙2}𝑦2 +⋯+ {𝜙𝑛}
𝑇[𝑀]{𝜙𝑛}𝑦𝑛 

⟹ {𝜙𝑛}
𝑇[𝑀]{𝑢} = {𝜙𝑛}

𝑇[𝑀]{𝜙𝑛}𝑦𝑛  

Puisque tous les termes de cette égalité sont nuls, en appliquant la première condition 

d’orthogonalité. Donc on peut écrire. 

{
{𝜙𝑛}

𝑇[𝑀]{𝑢} = {𝜙𝑛}
𝑇[𝑀]{𝜙𝑛}𝑦𝑛

{𝜙𝑛}
𝑇[𝑀]{𝑢} = {𝜙𝑛}

𝑇[𝑀][ϕ]{𝑦𝑛}
  

⟹ [𝑀]{𝜙𝑛}
𝑇[ϕ]{𝑦𝑛} = {𝜙𝑛}

𝑇[𝑀]{𝜙𝑛}𝑦𝑛  

Et ; 

𝑦𝑛 =
{𝜙𝑛}

𝑇[𝑀]{𝑢}

{𝜙𝑛}
𝑇[𝑀]{𝜙𝑛}

                        (IV.6) 

De même ; 

{𝜙𝑛}
𝑇[𝑘]{𝜙𝑛}𝑦𝑛 = {𝜙𝑛}

𝑇[𝑘][ϕ]{𝑦𝑛} 

𝑦𝑛 =
{𝜙𝑛}

𝑇[𝑘]{𝑢}

{𝜙𝑛}
𝑇[𝑘]{𝜙𝑛}

                       (IV.7)  

L’équation de mouvement d’un système forcé sans amortissement devient. 

{𝜙𝑛}
𝑇[𝑀][ϕ]{�̈�𝑛} + {𝜙𝑛}

𝑇[𝑘][ϕ]{𝑦𝑛} = {𝜙𝑛}
𝑇{𝐹(𝑡)} 

Posons : 
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𝑀𝑛 = {𝜙𝑛}
𝑇[𝑀]{𝜙𝑛}, 𝑘𝑛 = {𝜙𝑛}

𝑇[𝑘]{𝜙𝑛}  et 𝐹𝑛 = {𝜙𝑛}
𝑇𝐹(𝑡), tels que : 

𝑀𝑛,   𝑘𝑛 𝑒𝑡 𝐹𝑛 sont respectivement, masse, rigidité et force modales. 

De même l’expression de l’ammortissement modal peut être déduite comme suite : 

𝑐𝑛 = {𝜙𝑛}
𝑇[𝑐]{𝜙𝑛} 

alor snous abouti à n-équations linéaires pour un système forcé sans amortissement. 

𝑀𝑛�̈�𝑛 + 𝑘𝑛𝑦𝑛 = 𝐹𝑛(𝑡) ⟺ {

𝑀1�̈�1 + 𝑘1𝑦1 = 𝐹1(𝑡)
𝑀2�̈�2 + 𝑘2𝑦2 = 𝐹2(𝑡)

⋮
𝑀𝑛�̈�𝑛 + 𝑘𝑛𝑦𝑛 = 𝐹𝑛(𝑡)

            (IV.8) 

*Pour un système forcé avec amortisssement, l’équation générale est comme suite : 

𝑀𝑛�̈�𝑛 + 𝑐𝑛�̇�𝑛 + 𝑘𝑛𝑦𝑛 = 𝐹𝑛(𝑡) ⟺ �̈�𝑛 + 2𝜉𝜔𝑛�̇�𝑛 +𝜔𝑛
2 𝑦𝑛 =

𝐹𝑛(𝑡)

𝑀𝑛
       (IV.9) 

Avec  

𝑐𝑛 = 2𝜉𝜔𝑛𝑀𝑛 = {𝜙𝑛}
𝑇[𝑐]{𝜙𝑛} et 𝜔𝑛

2 =
𝑘𝑛

𝑀𝑛
 

**Application 

Soit un système libre non amorti de trois masses concentrées, montré 

sur la figure ci-contre, telles que 𝑚1 = 354.4 𝑘𝑔. 𝑠
2/𝑚, 𝑚2 =

265.8 𝑘𝑔. 𝑠2/𝑚  et  𝑚3 = 177.2 𝑘𝑔. 𝑠
2/𝑚. Le système est soumis aux 

conditions initiales suivantes :{𝑢0} = {
0.76
1.02
1.3

} 𝑐𝑚 et {�̇�0} = {
0
22.9
0
}. La 

matrice des rigidités du système est :  

[𝑘] = [
5 −2 0
−2 3 −1
0 −1 1

] × 1063 × 103𝑁/𝑚  

*Déterminer les caractéristiques modales du système ainsi que sa réponse en termes des 

déplacements réels à l’instant 𝑡 = 5 𝑠𝑒𝑐 

**Solution 

*Matrice de masses : [𝑀] = [
2 0 0
0 1.5 0
0 0 1

] × 177.2  𝑘𝑔. 𝑠2/𝑚 

*Matrice de rigidités : [𝑘] = [
5 −2 0
−2 3 −1
0 −1 1

] × 1063 × 103𝑁/𝑚  

*Equation caractéristique des fréquences : |{[k] − ωi
2[m]}| = 0 
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Les valeurs propres sont 𝜔1 = 14.5 𝑟𝑎𝑑/𝑠, 𝜔2 = 31.1 𝑟𝑎𝑑/𝑠 et 𝜔3 = 46 𝑟𝑎𝑑/𝑠. 

*Matrice des vecteurs propres [ϕ] = [{𝜙1} {𝜙2} {𝜙3}] = [
0.3 −0.676 2.47
0.644 −0.601 −2.57
1.0 1.0 1.0

] 

*Calcul de réponse du système 

Équation du mouvement pour un système libre non amorti est. 

𝑀𝑛�̈�𝑛 + 𝑘𝑛𝑦𝑛 = 0  Où 𝑀𝑛 = {𝜙𝑛}
𝑇[𝑀]{𝜙𝑛} 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑀1 = {𝜙1}

𝑇[𝑀]{𝜙1} = [0.3 0.644 1] [
2 0 0
0 1.5 0
0 0 1

] × 177.2 × {
0.3
0.644
1.0

} = 1.8 × 177.2 × 103               

𝑀2 = {𝜙2}
𝑇[𝑀]{𝜙2} = [−0676 −0.601 1] [

2 0 0
0 1.5 0
0 0 1

] × 177.2 × {
−0.676
−0.601
1.0

} = 2.45 × 177.2 × 103

𝑀3 = {𝜙3}
𝑇[𝑀]{𝜙3} = [2.47 −2.57 1] [

2 0 0
0 1.5 0
0 0 1

] × 177.2 × {
2.47
−2.57
1.0

} = 23.1 × 177.2 × 103

 

Posons. 

[𝑀]′ = [
𝑀1 0 0
0 𝑀2 0
0 0 𝑀3

] = [
1.8 0 0
0 2.45 0
0 0 23.1

] × 1772 × 103  

ATTENTION ! 

La formule IV.7 est donnée pour un scalaire 𝑦𝑛. Lorsque cette coordonnée devient un 

vecteur {𝑦𝑛} les termes de la formule changent du scalaire au vecteur et de vecteur à une 

matrice, d’où : 

{𝑦𝑛} =
[𝜙]𝑇[𝑀]{𝑢𝑛}

[𝑀]′
 

Revenons à l’exercice on aura : 

{𝑦0} =
[𝜙]𝑇[𝑀]{𝑢0}

[𝑀]′
=

[
0.3 −0.676 2.47
0.644 −0.601 −2.57
1.0 1.0 1.0

] [
2 0 0
0 1.5 0
0 0 1

] {
0.76
1.02
1.30

} × 177.2 × 103

[
1.8 0 2
0 2.45 0
0 0 23.1

] × 177.2 × 103

= {
0.05
−0.27
1.5

} 

De même : 

{�̇�0} =
[𝜙]𝑇[𝑀]{�̇�0}

[𝑀]′
=

[
0.3 −0.676 2.47
0.644 −0.601 −2.57
1.0 1.0 1.0

] [
2 0 0
0 1.5 0
0 0 1

] {
0
22.9
0
} × 177.2 × 103

[
1.8 0 2
0 2.45 0
0 0 23.1

] × 177.2 × 103

= {
−3.01
−3.8
12.27

} 

Pour un système libre non amorti, la solution à l’instant 𝑡 a la forme trigonométrique 

suivante. 
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𝑦𝑛(𝑡) =
�̇�0

𝜔𝑛
 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑛𝑡 + 𝑦0 cos𝜔𝑛𝑡  

⟺

𝑦1(𝑡) =
�̇�01
𝜔1

 𝑠𝑖𝑛 𝜔1𝑡 + 𝑦01 cos𝜔1𝑡

𝑦2(𝑡) =
�̇�02
𝜔2

 𝑠𝑖𝑛 𝜔2𝑡 + 𝑦02 cos𝜔2𝑡

𝑦3(𝑡) =
�̇�03
𝜔3

 𝑠𝑖𝑛 𝜔3𝑡 + 𝑦03 cos𝜔3𝑡}
  
 

  
 

 

⟺

𝑦1(𝑡) =
−3.01

14.5
 𝑠𝑖𝑛 14.5 × 5 + 0.05 cos 14.5 × 5

𝑦2(𝑡) =
−3.8

31.1
𝑠𝑖𝑛 31.1 × 5 − 0.27 cos 31.1 × 5

𝑦3(𝑡) =
12.7

46
sin 46 × 5 + 1.5 cos 46 × 5           }

 
 

 
 

= {
−0.189
0.195
−1.175

} 𝑐𝑚 

*Calcul des déplacements réels 

{

𝑢1(𝑡)

𝑢2(𝑡)
𝑢3(𝑡)

} = [

𝜙11
𝜙21
𝜙31

𝜙12
𝜙22
𝜙32

𝜙13
𝜙23
𝜙33

] {

𝑦1(𝑡)
𝑦2(𝑡)
𝑦3(𝑡)

} = [
0.3 −0.676 2.47
0.644 −0.606 −2.57
1 1 1

] {
−0.189
0.195
−1.175

} 

⟺ {

𝑢1(𝑡)

𝑢2(𝑡)

𝑢3(𝑡)
} = {

−3.091
2.779
−1.169

} 𝑐𝑚 
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