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Méthodes énergétiques

1. Généralités

Soit un corps élastique, on amène ce système d'un état initial (1) à un état final (2) par
l'application d'un ensemble de forces extérieures, le corps est déformé élastiquement et prend
une nouvelle position d'équilibre(2)

Le théorème de l'énergie cinétique appliqué entre deux instants correspondants à l'état initia! et
l'état final donne :

Wext+wint=0 (1)

Wext travail des forces extérieures, Wint travail des forces intérieures

Par définition on appelle l'énergie de déformation le travail des forces intérieures changé de signe.
Si on représente par w l'énergie de déformation on a : w=-wint

Et l'équation (1) s'écrit : wext=w

On dit alors que pendant la déformation élastique d'un solide le travail des forces extérieures est
égal à l'énergie de déformation du solide.

2. Travail des forces extérieures

• Sollicitation de traction pure

On considère une barre rectiligne de longueur I, l'intensité de la force de traction croit
lentement et progressivement de zéro à la valeur maximale F. Soit x l'allongement de la
barre obtenu lorsque la force maxima le F est atteinte. L'allongement -I et la force sont
deux grandeurs proportionnelles. L'aire du triangle OAB représente le travail de la force de
traction.

TF

Le travail des forces extérieures :

O

/TA

x B allongement

Figl

1 1
ww =-AB.OB = -F,xext



Sollicitation de flexion

~> -> -*

On considère une poutre sollicitée par trois forces Fl,F2,F3 , soit y1( y2, y3 les flèches
des forces extérieures F1( F2, F3.

F t F 2

il
~A

Fig2

Le travail des forces extérieures :

1
2

Sollicitation de cisaillement

On considère un solide sollicité en cisaillement simple sous l'action de l'effort tranchant T,
la dénivellation C1D1 par rapport a CD est j.

,T

M \

Fig3

Le travail de l'effort tranchant :

Sollicitation de torsion

On considère l'élément rectiligne de longueur I, de section circulaire constante, auquel on applique un
couple de torsion croissant lentement et progressivement de zéro à la valeur maximale Mt. Soit a
l'angle de torsion total avec un couple maximal Mt. >„

^r /^ \e travail du couple de torsion

Fig4

1
= -Mt.a



3. Energie de déformation

L'énergie de déformation W dans le cas d'un élément de volume V soumis à un ensemble de
contraintes ((ax, ay, az, txy, ryz, TZX^ est donnée par :

f- f I1 f—" I I i (T-
' I *? /**Jv L£E

Sollicitation de tension

Soit une barre de longueur I et de section constante A, soumise à une force de tension P à
chaque extrémité. Si l'axe de la barre est l'axe x, on a

N
ox = — , les autres contraintes étant nulles.

N2l
w =

or* \x J ( " • " o r ' l l / t / "•** •% ttf
v J2.E } 2E }Q \A/ 2AE

Sollicitation de flexion

Soit une outre droite de longueur I et de moment d'inertie I, soumise à des charges

transversales engendra

contraintes sont nulles.

M
transversales engendrant une flexion. Si on considère que ax = —y et les autres

L'énergie reliée aux contraintes de cisaillement est négligeable comparativement à
l'énergie associée à la contrainte normale. L'expression de l'énergie de déformation
s'écrit :

= f [itagAfr- ff
Jv l2k j J0 JA

Sollicitation de cisaillement

l 2 2 l 2 l M2
dx

0 2EI

T
Soit un solide sollicité en cisaillement simple .sous l'effet de l'effort tranchant : T = -f\n de l'énergie de déformation s'écrit :

1 2

(dans Se cas de la flexion) Si on considère l'énergie reliée aux contraintes de cisaillement on
rs'



w = f —
Jv 2G

Sollicitation de torsion

On considère l'élément rectiligne de longueur I, de section circulaire constante de rayon r, soumis
i

à un couple de torsion à ses extrémités. On a T — -
Mtr

L'expression de l'énergie de déformation s'écrit :

1 Mt2r'

i/
dAdx =

M

Pour une poutre soumise en une section courante aux 4 éléments de réduction (N,T,Mt,Mf)

l'énergie de déformation sera par l'application de superposition

w
2 M2"

+
IP£*£***-

L'expression plus générale de l'énergie de déformation :

l N t2 My ^z2^

4. Théorème de réciprocité des travaux (théorème de Betti)

On considère une poutre simple soumise en deux états à une force concentrée. La charge, les
efforts intérieurs et les déformations relatifs à ces deux états sont affectés d'indices 1 et 2. La
figure 5a, visualise le premier état du système, et la figure 5b, ie deuxième.

t-er état

I—^- A ~ _ ....._tl- ?\
\

2 éclat

x^2_

^ / 7t»ffl>,

<2>

FigS Fig6



Le déplacement dans le sens de la charge en premier état produit par cette même charge est noté
Ail. Le déplacement dans le sens de la charge en deuxième état produit par l'action de la charge
du premier état est notéA21 a, Les notations du déplacement en deuxième état sont données par
la figures dont les notations comportent deux mêmes indices Ail, A22 , sont dits principaux et
ceux de la forme A12 ,A21 sont dits accessoires.

0. applique à la poutre les forces Flet F2, l'ordre de leur application étant différent.

1. On applique d'abord la charge FI, puis on subit la poutre déformée à la force F2,(fig. 6 a).

On Calcule le travail effectué dans ces conditions par les forces extérieures

Le travail de la force FI sur son déplacement Ail produit par cette même force est w^ = -FLàu

. Le travail effectué par la force F2, sur son propre déplacement A22 est w22 = ^F2A22

Le travail auxiliaire de Sa force FI sur le déplacement A12 dû à la force F2 est w12 = F1A12

Dans le calcul de w!2 le facteur 1/2 disparaît, du fait que la force FI sur le déplacement A12
effectue un travail tout en restant constante.

Le travail total réalisé par les forces extérieures suivant le premier mode de sollicitation :

Wl=wll+w22+wl2

2. On charge maintenant la poutre dans une autre succession : On applique d'abord îa force F2,
puis la force FI, (fig. 6 b).

Le travail effectué par la force F2 sur son propre déplacement A22 w22 — ~F2A22

Le travail de !a force FI, sur son propre déplacement Ail, w1:L = -FiAU

Le travail de ia force F2, sur !e déplacement A21 est w21 = F2A21

Le travail total en deuxième mode de sollicitation : W2= w22+wll+w21

Le travail des forces ne dépend pas de l'ordre de leur application. Par conséquent :

Wl=W2/JJtes*8Mftt', d'où w!2=w21 , FiA12= F2A21

Ceci démontre le théorème de la réciprocité des travaux virtuels des forces extérieures.

D'une façon analogue, on peut démontrer la réciprocité du travail virtuel des forces intérieures

Le travail virtuel, W'12 d'un élément de poutre de longueur dx vaut ( Fig7 c, d)



c)

Fig7

Par conséquent :

1 .M-?

p El

dx

P2

donc d92 =
M2dx

El

-— dx12 £7

ie travail virtuel w{2 pour toute la poutre de longueur ! :

(a)

Ou Ml, et M2 sont les valeurs courantes des moments fléchissant en premier et en deuxième
états.

D'une façon analogue, on peut montrer que le travail des forces intérieures en deuxième état sur
les déplacements produits par les forces intérieures du premier état peut se calculer d'après la
formule

wî1 = ti^dx (b)

En comparant les expressions ( a ) et (b), on voit qu'en effet :

42 = w2l puisque f0:^~d*=J0
,

El J0 El

Ceci démontre la réciprocité du travail virtuel des forces intérieures.

En utilisant la loi de la conservation de l'énergie, on peut montrer que !e travail supplémentaire
des forces extérieures est égal en valeur absolue au travail supplémentaire des forces intérieures:
u/12 = vi/12 •

Lorsque ie système est soumis à la force FI, les forces extérieures effectuent le travail ,

w1:L = -FtA1:L, et les forces intérieures, le travail w^ = — fQ-^dx



En vertu de la loi de la conservation de l'énergie, on a :

Pour la sollicitation ultérieure du système par la force F2, on a, d'une façon analogue, l'égalité

D'autre part, lorsque le système subit la force F2, le travail complémentaire réalisé par la force FI
est : w12 = FiA12

et par les forces intérieures wj-> = f -LL-2- dx
' LL JQ El

En vertu de la loi de la conservation de l'énergie, le travail n/12 doit être égal au travail w{2 •

wï.2 = w\2 '> d'une façon analogue, vi/21 = w21

Ce qui vient d'être dit implique également : w12 = w21 = w{2 = w?A

5. Détermination des déplacements par la méthode de Mohr.

On Suppose, par exemple, qu'il soit nécessaire de calculer Se déplacement vertical du point B de la
poutre représentée sur la figure (8 a). On note par 1 l'état donné. On choisit un état auxiliaire de la
même poutre à force unitaire (adimensionnelle) appliquée au point B dans la direction du
déplacement cherché. On désigne par 2 l'état auxiliaire(fig.8 b).

:'
nTi

SS/sb?, ~ l'Tr " 777777>,

l Etat 4

1
1I

/\
Etait

FigS

On calcule le travail des forces extérieures et intérieures de l'état auxiliaire sur les déplacements
résultant de l'action des forces de l'état de sollicitation

Le travail des forces extérieures est égal au produit de la force unitaire par le déplacement
cherché VB: w21=l. VB

et le travail des forces intérieures, à l'intégrale



On a w21 = M/2] ou

C'est ce qu'on appelle l'intégrale de Mohr qui permet de calculer le déplacement en un point
quelconque d'un système déformé linéairement

Dans cette formule sous le signe d'intégration le produit M2M1, est positif si les deux moments
fléchissant sont de même signe, et négatif si M2 et Ml ont des signes différents.

Si le déplacement angulaire était déterminé pour le point B, if faudrait en état 2 appliquer au
point B un moment égal à l'unité,

Si tout déplacement (angulaire ou linéaire) est noté A, l'intégrale de Mohr s'écrit:

Dans le cas générai, l'expression analytique de M2 et Ml, peut différer suivant les tronçons
différents de la poutre ou, en général, d'un système élastique. C'est pourquoi, au lieu de (c ), on
peut utiliser une formule plus générale

r-, f L M7 M-, , I t \0-^dx (à)

Si les barres du système travaillent à la flexion et à la traction, il faut utiliser la formule

* (e)

Dans Se cas particulier, où les barres travaillent seulement à la traction ou à la compression
(treillis), la formule des déplacements devient

Dans cette formule, le produit N2N1, est positif si les deux efforts sont une traction ou une
compression.

Ordinairement, comme le montrent les calculs comparatifs, le calcul des portiques dans lesquels
les barres travaillent simultanément à la flexion et à la traction (compression), les déplacements
peuvent être déterminés en ne tenant compte que des moments fléchissant, l'action des efforts
normaux étant très faible.

Dans les cas courants on peut ne pas prendre en compte l'action des efforts tranchants.

Le calcul immédiat de l'intégrale de Mohr peut être remplacé par le mode grapho-analytique ou la
méthode de multiplication des diagrammes, ou encore la règle de Vérechtchaguine.



Donc, pour déterminer ies déplacements, on a la formule de Vérechtchaguine suivante :

On admet que Sa quantité A1M2c est positive si les deux diagrammes sont du même côté de la
barre, et négative s'ils se trouvent sur des côtés différents. Le résultat positif de la multiplication
des diagrammes signifie que la direction du déplacement coïncide avec la direction de la force (ou
du moment) unitaire

Pour les barres de section variable, la règle de Vérechtchaguine de la multiplication des
diagrammes est inapplicable du fait que El ne peut déjà plus être sortie du signe d'intégration. Il
faut alors exprimer la quantité El comme fonction de l'abscisse de la section et calculer l'intégrale
de Mohr

Lorsque la rigidité de la barre change par gradins, i'intégration (ou la multiplication des
diagrammes) se fait pour chaque tronçon isolément, puis les résultats sont sommés.

7. Le théorème de Castigliano

On considère un corps élastique pour lequel le système qui comporte les forces concentrées
Pi(i=l,.... ,n) et les réactions constitue le système I. On augmente la valeur d'une force quelconque
(exemple pR) d'une petite quantité ApR, l'ensemble comportant l'augmentation de charge ApR et
les variations des réactions constitue le système II.

. (7.1)

5i)n "• représente le déplacement du point d'application de la force p.; causé par l'augmentation
de la charge z^pR.

(£/?)/ : le déplacement du point d'application de la force pR du a l'ensemble des forces initiales.

On Calcule l'accroissement de l'énergie de déformation Aw qui résulte de l'augmentation de
charge ApR.

Aw = \II(MR)II + 2?=i(pi)/ (Mt)u (7.2)

On remplace le second terme de droite par son équivalent

Aw = -

Si on divise par ApR on obtient :

Aw

ApR 2 ApR . ApR

Lorsque ApR ->0 ^— ~ ÇKôR") _> 0

4o



Et on peut pouvons écrire :

Aw

ApR

ApR ApR o ApR

représente le vecteur unitaire dans la direction pR.

Le produit scalaire de OR par ce vecteur unitaire fournit la composante du déplacement du point
d'application de pR dans la direction de pR.

On appelle cette composante SR , et on obtient la relation fondamentale du théorème de
Castigliano.

dw
= On

De façon identique, on peut montrer qu'avec un moment M on obtient :

dw

Ou est l'angle de rotation autour de l'axe du moment, au point d'application du moment.

Le théorème de Castigliano s'énonce :

La dérivée de l'énergie de déformation par rapport à l'une des fores extérieures appliquées est
égale à la projection du déplacement du point d'application de cette force suivant sa ligne
d'action.

La dérivée de l'énergie de déformation par rapport à l'un des couples extérieurs appliqués est
égale à la projection de la rotation du point d'application de ce couple suivant son axe.

Application du théorème de Castigliano aux systèmes hyperstatiques

Théorème de Ménabrea

Le théorème de Castigliano indique que la dérivée partielle de l'énergie de déformation par
rapport à une fore quelconque appliquée à un système en équilibre est égaie à Sa projection du
déplacement du point d'application de cette force suivant sa ligne d'action. Dans le cas ou on
considère la réaction d'un appui, le déplacement de cette réaction est nul. il faut donc en conclure
que la dérivée partielle de l'énergie de déformation.
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Déformation des structures élastiques

ExOl : Déterminer le déplacement vertical, horizontal et angulaire

de la section B.

( En utilisant l'intégrale de Mohr et la méthode de Verechtchagume), L2
B

Ll

Ex02 ; Déterminer d'après la méthode de Verechtchaguine

l'angle de rotation sur l'appui gauche A et la flèche

au milieu de la poutre.
A EI El

s
J

Ex03 : Déterminer la flèche en A .(Castigliano) Ex04 : Déterminer la flèche au point D
P/2

ir

P/2

B
-1/2- -1/2- A

( Verechtchaguine).
20kN/m_

3l
20kN/m

i
D<80kNm AB C

'/XW.
-2m *—2m >l< 2m-^>|

Ex05: Calculer le déplacement du pointA,

et la rotation en B. (Castigliano)

20kN

1

30kN/m

'/%»:

4m

A B A
-2m -*—2m -»l

Ex06 : Calculer le déplacement vertical

du point A, et la rotation en C.

7.3KN/m
44.5KN

ÔAV?.0C

Ex07 : Calculer le déplacement horizontal du point C
30KN ^H,

ÔC"?
16KN/m

C
BA '

'

3m

3m

B

1m 1m

D

3m

4m

Ex08 : Calculer le déplacement horizontal

du point C, et la rotation en A.

20KN/m
8CH ?.6A C

-//•;:•:
A

1m

3m
A
|̂ 40KN
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Exo # 2 (6.5 points) : En utilisant Lot JVv\e,\tu>*U ^g^ j Calculer le déplacement horizontal .
du point C. El = constante. (L'effet de l'effort normal étant négligeable)
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les structures hyperstatiques

(statiquement indéterminées)

Structures isostatiques et hyperstatiques

Les structures peuvent être isostatiques et hyperstatiques. On considère une structure isostatique

si on peut déterminer les réactions des appuis ainsi que les efforts internes a n'importe quel point

de la structure en utilisant seulement les équations d'équilibre de la statique.

Dans le cas où le nombre d'équations de la statique ne suffit pas pour

déterminer les réactions et les efforts, on est en présence d'une structure hyperstatique.

Liaisons surabondantes

On appelle liaisons surabondantes, les liaisons supplémentaires qu'il faudrait supprimer du

système hyperstatique pour obtenir un système isostatique. On a deux types de liaisons

surabondantes :

Les liaisons surabondantes extérieures que l'on retrouve dans les appuis (les réactions).

Les liaisons surabondantes intérieures sont celles qui proviennent des contours fermés.

Le nombre de liaisons surabondantes représente le degré d'hyperstaticité du système.

Calcul du degré d'hyperstaticité

II existe plusieurs méthodes pour calculer ce degré: méthode de la suppression des liaisons

surabondantes, la méthode de l'arbre ouvert, la méthode des contours fermés.

Les conditions d'équilibre écrites pour chaque barre conduit à 3 équations. Soit ZLi le nombre

d'inconnues introduit par l'ensemble des liaisons on a : le degré d'hyperstaticité est donné par la

formule suivante

d= ZLi-3b d : degré d'hyperstaticité ; SU le nombre d'inconnues ; b : nombre de barres

Méthode des contours fermés

Un contour fermé est un ensemble de barres encastrées entre elles ou avec le terrain. Le degré

d'hyperstaticité est égal à 3.

Pour une structure formée de plusieurs contours fermés, le degré d'hyperstaticité est égal à 3C ou

C est le nombre de contours fermés. L'existence d'une articulation réduit le degré d'hyperstaticité

de 1 et l'existence d'un appui simple réduit le degré d'hyperstaticité de 2.

le degré d'hyperstaticité est donné par la formule suivante :

d=3c-la-2s N



c: Le nombre de contours fermés de la structure a: Le nombre d'appuis doubles

s: Le nombre d'appuis simples

Structure hyperstatique

Extérieurement

d=6+6-3.3=3

Donc Sfois hyperstatique

Structures en treillis

A A-*-*' mt.
Structure hyperstatique Structure hyperstatique

intérieurement intérieurement et extérieurement

d=3+18-3.6=3 d=6+18-3.6=6

Donc 3 fois hyperstatique Donc 6 fois hyperstatique

La formule ci-dessous permet de déterminer le degré d'hyperstaticité dans le cas des

systèmes en treillis :

d= b+l-2n )

b : nombre de barres ; I : nombre de liaisons ; n : nombre de nœuds

Applications :

6 noeuds

9 barre*

ô noeuds

13 barres

? noeuds

11 barres

D
F

7 noeuds

10

b noeuds

ï barres
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Méthode des forces 
 
 

Principe de la méthode des forces 

 

Le principe de cette méthode consiste à remplacer la structure hyperstatique en une 

structure isostatique équivalente qui provient de la première en supprimant les liaisons 

supplémentaires. Ces liaisons surabondantes sont remplacées par des réactions inconnues 

qu’il faut calculer. 
La structure isostatique équivalente s’appelle système de base, pour la même structure il y a 

plusieurs choix du système de base (Exemple, Figure .1).  
 

La structure isostatique équivalente est soumise à deux catégories de forces : 
 

- Forces extérieures de départ (les charges réparties, concentrées, …). 
- Réactions introduites (les inconnues hyperstatiques). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                           1er système de base                            2eme système de base 
 
 

Figure 1. :  Structure initiale  transformée en structure isostatique équivalente  

 

Le degré d’hyperstaticité représente le nombre d’équations supplémentaires qu’il faut pour 
calculer toutes les réactions du système. 

 
 

Equations canoniques : 

 

Pour une structure hyperstatique, il faut utiliser en plus des trois équations d'équilibre, des 

équations supplémentaires. Dans la méthode des forces, ces équations sont connues sous le 

nom des équations "canoniques" de la méthode des forces. 
 

Etant donné une structure n fois hyperstatique, soumis à des forces extérieures. Les 

équations canoniques de la méthode des forces s’écrivent sous la forme analytique 

suivante :  

 

 

 

 

 

 

 

 

q 

X2 

X1 

A B 

h 

l 

q 

VB 

HB 

A B 

h 

l 
VA 

MA HA 

q 

A B 

h 

X1 

l 

X2 



 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

-ij: représente le coefficient de flexibilité c’est le déplacement produit dans la section selon 
la direction de la force Xi causée par une force Xj=1 .  

 

- i0 : représente le déplacement produit dans la section  i  du système de base sous l’effet 
des charges appliquées (charges extérieures).  

 

Pour la détermination des coeficients  ij et i0  nous devons utiliser des intégrales de Mohr 

ou la méthode de  Verechtchaguine. 

 

Etapes de la méthode des forces 

La résolution d’une structure hyperstatique (S) par la méthode des forces se fait comme 

suit : 

1. déterminer le degré d’hyperstaticité d; 

2. associer à (S) une structure isostatique (S0) équivalente en supprimant d inconnues 

hyperstatiques Xi, les inconnues hyperstatiques peuvent être des réactions d’appuis ou 

des efforts intérieurs surabondants qu’on met en évidence en effectuant des coupures 

aux appuis ou dans les barres de la structure ; 

3. appliquer à (S0) les charges réelles initialement données X0. On note ce système état (0) ; 

4. soumettre (S0) à l’action de charges (X1=1,X2=1,…..Xi=1….Xd=1) un par un, ces sont les d 

états (i) ; 

5. déterminer pour chaque état (i) les efforts internes Ni(x) , Vi(x) et Mi(x) ; 

6. Calculer à chaque point de (S0) où agit une inconnue hyperstatique : 

     - Les déformations δi0 dues aux charges réelles données ; 
     - Les déformations δij dues aux charges ou couples Xj=1 ; 

7. Déterminer les valeurs des Xi en résolvant le système suivant : 

           tels que (i=1 à d et j=0 à d) ; 

8. Ecrire les équations des efforts internes de système hyperstatique (S) comme suit : 

 

M(x) =M0 (x)+ X 1M1 (x)+………….. Xd Md (x) 

V(x) =V0 (x) +X 1V1(x)+ …………..... Xd Vd (x)  

N(x)= N 0(x)+ X1 N 1(x) +................ Xd Nd (x)  
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