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Cours MEF

INTRODUCTION

Ce cours a pour objet d’initier I'étudiant aux notions de base de la méthode des éléments
finis. L’enseignement de ce cours nécessite des connaissances préalables a savoir 1’analyse
mathématique, calcul matriciel, résistance des matériaux, méthodes numériques et mécanique

des milieux continus.
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CHAPITRE 2

METHODE DES ELEMENTS FINIS 1D

2.1. INTRODUCTION
L’étude des structures en barres et poutres par la méthode des déplacements contient une

bonne part d’une analyse par éléments finis et conduit au systéme linéaire

[Kol{q} = {F}
Ou [K,]est la matrice de rigidité, {g} le vecteur des n, inconnues cinématiques (déplacement)
ou degrés de liberté et {F} le vecteur force.
La méthode des éléments finis 1D consiste a discrétiser les structures par des eléments finis
barres, des éléments finis poutres et des éléments finis portiques. La formulation de chaque type
de ces éléments est preésentée dans les sections suivantes de ceChapitre.

2.2. LESELEMENTSBARRES:
Les éléments finis barres sont utilisés pour discrétiser les structures et les matériaux sollicitées

axialement.

2.2.1. ELEMENT BARRE A DEUX N(EUDS
Nous considérons 1’élément barre a deux neeuds de la figure 2.1. Cette barre est sollicitée
par deux forces axiales F; et F,. Dans ce cas chaque nceud comporte un seul degré de liberté
dans le repére local (une‘seule inconnue cinématique : n; = 1) et la barre comporte deux
inconnues cinématiques (n; = 2) dans le repére local ( x, y).
x,y: Systeme d’axes local

X,Y: Systeme d’axes global

Y %

A

Figure 2.1 : Elément barre a deux nceuds
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La matrice de rigidité de cet élément (élément & barre a 2 nceuds) dans le repére local

s’exprime comme sulit.

[Ko] = ? [—11 _11]

Avec : E est le module d’élasticité de barre, A la section de la barre et [ la longueur de la

barre.
NB : La matrice de rigidité de tous les éléments finis doit étre symétrique.

Le vecteur des n, inconnues cinématiques (déplacements) de 1’élément barre a deux neeuds

s’écrit dans le repére local par :

{a.} = {Z;}

et le vecteur force de cet élément s’écrit dans le repére local par :
Fy
) =)

2.2.2. ELEMENT BARRE A TROIS N(EUDS

La figure suivante présente un élément barre a trois nceuds, dans lequel chaque nceud
comporte un seul degreé de liberté dans le‘repere local (une seule inconnue cinématique : n; =
1) et la barre comporte trois inconnues cinematiques (n; = 3) dans le repére local ( x, y). Ces

trois inconnues cinématiques sont w5, us.

Y
1 u 2 U, 3 u
—_ —_— o—>" > X
—1 +1
Figure 2.2 : élément barre & trois nceuds

La matrice de rigidité de cet élément (élément a barre & 3 nceuds) dans le repere local

s’exprime par.

8 1-
6 6
EA 16 g| EA[7 -8 1
[Ko]zT—— —_— === 16 -8
1 -8 7

I
ol @™
ol

7
6
8
6 6 6 6l
1
6
21.

N.B : la longueur de la barre égale 21
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Le vecteur des ny inconnues cinématiques (déplacement) de 1’élément barre a trois nceuds

U
{Qe} = {uz}

Us

s’écrit dans le repére local par :

et le vecteur force de cet élément s’écrit dans le repére local par :
Fy

{Fe} = {FZI

F3

Remarque : K, symétrique

2.2.3. CALCUL D’UNE STRUCTURE A BARRES :
Pour calculer une structure a barres par la méthode des éléments finis il faut suivre les étapes
suivantes (figure 2.3):
» Nous choisissons un repére global,
» Nous proposons une numeérotation globale (numérotation des nceuds et des éléments) ;

» Nous deduisons une connexion des éléments (la connectivité) (voir tableau 2.1).

Y

A

0 9 8 . 7 . 6

J O T O

S : ¥ : b
1 4 o) Pay 4 5 N
A L 2 -~ 3 9 4 = ~ X
Figure 2.3 : Structure constituée par plusieurs éléments barres

Tableau 2.3 : connexion des éléments (la connectivité)

1¢" noeuds 26™€ noeuds
Elément 1 1 2
Elément 12 2 9
Elément 15 3 7

» Nous tirons les coordonnées de tous les nceuds (0,0), (3,0), (6,0), ... .....

» Nous calculons la longueur de chaque élément :

Longueur de 1’élément =1 = /(x; — x1)2 + (¥, — y1)?
» Nous calculons les matrices de rigidité élémentaires dans les repéres locaux et dans le
repere global (matrices de rigidité de chaque élément).
» Nous calculons la matrice de rigidité de la structure dans le repere global.

» Nous résolvons le systeme linéaire [K,]{q} = {F}.
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2.2.4. PASSAGE AU REPERE GLOBAL :
La matrice de passage (matrice de rotation) permet le passage des degrés de liberté globaux aux

degrés de liberté locaux, elle s’écrit comme suit (valable pour 1’élément barre a deux nceuds):

cosa Ssina 0 0

[RO] :[ 0 0 cosa Ssina

Les composantes locales et globales des degrés de liberté sont liées par la transformation.

{q}. = [RO{q}¢

Pour 1’¢lément barre a deux nceuds, chaque nceud comporte un seul degré de liberté dans le
Uy
Vi
Uz
V2

[RO]™! = [RO]7, elle permet le passage des degrés de liberté locaux aux degrés de liberté

repére local et deux degrés de liberté dans le repére global : {q}, = {Z;} et{q}; =

globaux

Les composantes locales et globales des forces nodales sont liées par la transformation

(R}, = [ROVE),
Avec: (£, = [ et (R)g = {1

La matrice de rigidité dans le repére global s’exprime par
[Kole = [RO]"[K,],[RO]
Avec [K,]; est la matrice de rigidité dans le repére local : [K,]; = % ti Iﬂ
2.25. VECTEUR.CHARGE EQUIVALENTE :
Si I’élément support une charge distribué sur sa longueur (figure 2.4), le vecteur force (vecteur

charge équivalente) s’exprime dans le repére local comme suit :

-

y
q(x)
— N > x
1 2
Figure 2.4 : EIément barre a deux nceuds support une charge distribué sur sa longueur
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2.3. LES ELEMENTS POUTRES EN FLEXION SIMPLE :
Une poutre c’est Un cOrps prismatique obtenu par la translation rigide d’une section
quelconque.

Les élements poutres sont utilisés pour discrétiser les poutres sollicitées a la flexion simple.

2.3.1. Poutre en flexion simple :
Les théories des poutres sont basees sur plusieurs hypotheses simplificatrices.
Les théories classiques les plus connues et les plus utilisés sont :
- Théorie des poutres de Bernoulli,

- Théorie des poutres de Timoshenko.

2.3.2. Hypotheses
Hypothese 1 :
Les sections droites avant déformation restent droites. aprés—deformation (pas de
gauchissement).
Hypotheése 2 :
- Bernoulli: La normale a une section avant déformation reste normale apres
déformation.
Poutres minces<(poutres. élancees).
- Timoshenko : La normale a une section avant déformation ne reste plus normale a
cette section (mais elle reste droite).

Poutre d’€paisseur modérée.

N.B : Dans ce cours, nous-allons étudier uniquement les poutres basées sur la cinématique de

Bernoulli.

2.3.3.< Poutre basée sur la cinématique de Bernoulli :

Nous considérons un trongon d’une poutre sollicitée a la flexion (figure 2.5). Ce trongon doit
discrétiser par un élément poutre (¢lément fini) a deux nceuds (figure 2.6), dans e cas chaque
nceud comporte deux degrés de liberté (une translation et une rotation) et I’élément comporte
deux inconnues cinématiques (ny; = 4) dans le repére ( x,y). Le vecteur des n,; inconnues

cinématiques (déplacements) de I’élément poutre a 2 nceuds s’exprime dans le repere local par :

{q.} = W,
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q

{
1)

@ > x

Figure 2.5 : Trongon d’une poutre sollicité a la flexion simple

/7

> X
wy

0,

Figure 2.6 : degrés de liberté d’un élément poutre a 2 nceuds

La matrice de rigidité de 1I’élément poutre a deux nceuds (ng X'ng) s’écrit comme suit :

wWq 0, W 0,
12EI  6EI 12EI  6EIL
—_ - 4 —_> Wl
I3 12 I3 12
6EI 4EI 6EL J2EL | _ g
(Kol =| 12 I 12 I !
12E1 ~"6EI “12EI 6EI
— — ——— W2
I3 12 I3 12
6EI 2E] 6EI  4EI
28 — - — | — 0
L2 I 12 l z

Avec [ est la longueur de I’élément poutre et I son inertie.

Si I’élément supporte une charge transversale uniforme g (figure 2.7), on obtient

ql/?2
_ ) ql?/12 l
e} = { ql/2

—ql?/12

AY q

o
®
2
Figure 2.7 : EIément supporte une charge transversale uniforme

[ > X
1

2.34.

Il est demandé aux étudiants de faire un expose sur les éléments poutres basées sur

Poutre basée sur la cinématique de Timoshenko :

I’hypothéese de Timoshenko.
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2.3.5. ELEMENT PORTIQUE :
Les éléments portique sont utilisés pour discrétiser les poutres (structures) sollicitées a la

flexion composees (chargement axial + un moment fléchissant). La figure 2.8 présente un

élément portique a deux nceuds, chaque nceud comporte trois degrés de liberté dans le repére

local (trois inconnues cinématiques ) et I’élément comporte six inconnues cinématiques (ng =

6) dans le repere local ( x,y). Le vecteur des ny; inconnues cinématiques (déplacements) de

I’élément portique a deux nceuds s’exprime dans le repére local par :

|(
0.} =

y
A
171 v2
A
\
.1 (0,0) 21(1,0) > x
—_— — 1, g
0, 02

Figure 2.8: ElIément portique a deux degrés de liberté dans le plan.

2.3.5.1. Matrice de rigidité de’1’élément portique a deux nceuds (dans le repére local et

dans le plan) :

La matrice de rigidité de 1’élément portique s’obtient par une combinaison entre la matrice

de rigidit¢ de I’élément barre et celle de I’élément poutre.

[Ko] —

— flexionnelle — [K,] =

- 12E1
I3
6E]

I2
12E1
I3
6E1

12

6E]
12
4E]

l
6E]

-
2EI
l

12E1
-
6EI
2
12E1
l3
6El
2

I EA _
— Menbranaire — [K,] = T [_11 11] — Elément barre

6EI 1
lZ
2EI
lZ
6EI
l2
4EI
B

— Elément poutre
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[KO]portique = [KO]barre + [Ko]poutre

N.B : le signe (+) de I’expression précédente ne signifie pas la somme algébrique des deux
matrice mais une combinaison entre les matrice.

La matrice de rigidité ((ng X (ng) de I’élément portique a deux nceuds dans le repére local

s’écrite comme Ssuit :

EA 0 0 EA 0 0
T T -
El El El El
0 121—3 6l_2 0 —121—2 6l_2 S,
0 6EI El 0 El EA
[K ] — l2 l lZ l - 01
0 EA EA
- 0 0 — 0 0
l [ = U
0 12 El El 0 " EI El
YT TERNTF B
0 El 2EI 0 6EI 4EI
12 l [2 [ 1-06,

2.3.5.2. Passage au repere global
La matrice de passage (matrice de rotation) permet le passage des degrés de liberté globaux
(repere global X,Y) aux degrés de’ liberte locaux (repére local x,y) elle s’écrit comme

suit (valable pour I’élément portique a deux nceuds dans le plan (figure 2.9 ).

> X

Figure 2.9 : Elément portique a deux nceuds dans le plan : X, Y est le repere global et x, y
le repere lovcal

La matrice de rotation du passage local-global est la suivante (pour 1 seul nceud) :
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[RO] = |—sina cosa O

0 0 1

cosa sina O]
Les composantes locales et globales des degrés de liberté, pour un seul nceud, sont liées par la

-wf

La matrice du passage local-global pour 1’élément portique (a deux nceuds) est la suivante :

transformation :

rcosa sina O 0 0 07

—sina cosa 0 : 0 0 0

0 0 1 0 0 0

[RO] =| - .. .. . .
6X%X6 0 0 0 cosa . sina O
0 0 0 —=sina cosa O

0 0 0 0 0 1-

Les composantes locales et globales des degrés de liberté sont liées par la transformation.

{g},=[ROl{q}e
Pour 1’élément portique a deux neeuds, chaque nceud comporte trois degrés de liberté dans le

Uq (U1
(o) %
0
repére local et trois degrés de liberté dans le repére global : {g}, = Juz L et{q}; =« Zl >
2
UZJ V2
0, \6,

N.B : la matrice [RO] ! permet le passage des degrés de liberté locaux aux degrés de liberté

globaux.

Les composantes locales et globales des forces nodales de 1’élément portique sont liées par la

transformation

{Fe}, = [ROI{F.}6

La matrice de rigidité de I’élément portique dans le repére global s’exprime par :

[Koly = [RO]"[Kol,[RO]

Avec [K,]; est la matrice de rigidité de 1’élément portique dans le repere local.

Etabli par : Dr. KHEBIZI Mourad
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REFERENCES DU CHAPITRE 2
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CHAPITRE 3

METHODE DES ELEMENTS FINIS 2D

3.1. INTRODUCTION::
La méthode des éléments finis 2D est utilisee pour discrétiser les structures (matériaux,
sols,...) obéissent a I’hypothése de déformation planes ou celle des contraintes planes :
- les sols (déformations planes,....)
- les refends (contraintes planes,....)

- les membranaires (contraintes planes,....)

3.2. Leurstypes:

a) Triangulaire b) Quadratique
Figure 3.1 : Eléments finis 2D

3.2.1. Elément rectangle bilinéaire :

On considere, en élasticité plan, un élément fini rectangulaire de dimensions 2ax2b, place
dans le systeme d’axes (x,y) indiqué (figure 4.1.a). La théorie enseigne que le champ de
déplacement comporte les deux composantes u(x, y) et v(x,y) tant dans Q que sur " [1]. 1l
faut donc choisir comme degrés de liberté les valeurs de u et v en certains nceuds.

Si on sélectionne les quatre sommets du rectangle comme nceuds (figure 4.1.b), 1’élément
comporte huit inconnues cinématiques [1]

{q}T = {u1 U1 uz 7.72 U3 v3 u4 174}

a) Géomeétrie et axes b) Neceuds et degrés de liberté
Figure 3.1 : Eléments fini rectangulaire d’¢élasticité plane
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3.2.1.1. Matrice de rigidité

La matrice de rigidité de 1’élément rectangulaire, pour 1’état plan de contrainte, s’écrit

[ ¢4 Cy : c3 —Cg : Cg —Cy : Cs Cg T

CZ C8 C4, . _C7 ClO E _C8 C6

1 —Cy Cs —Cg Co Cy

K] Et Cy Cg Ce Cy C10

12

C1 C7 C3 _C8

(&) Cg Cy

C1 .= Cy
L sym : : : cy

Avec :

t est I’épaisseur de 1I’¢lément.

pa+ B ¢ —PB €1 T Ha utv 1
(e 3 C3= 2 C5= 2 Cy; = 4 C9=_?
C=a+uﬁ C=Cz—uﬁ L@ kv G
2 3 4 > 6 > 8 4 10 >

3.2.1.2.  Vecteurs forces

» Force de volume
Soit b, et b, les composantes constantes de la force de volume (figure 3.2), le vecteur force

dans ce cas's’écrit

Etabli par : Dr. KHEBIZI Mourad —
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C’est-a-dire une répartition égale a chaque nceud.

Figure 3.2 : Force de volume

» Charge concentreée

Pour une charge concentrée de composantes F, et F,; agissant-au point Hde coordonnées

(figure 3.3) [1]
xp=& (-1<&<1) ya=nb (-1<n<1)
Le vecteur force (pour le cas d’une charge concentrée) est donne par [1]

(1 =81 —n)F
(1-90 —-nE,
1+9A —nE
11 @+HA-nE
U= g e
1+ +nE

1+ +nE,
1-9A +nFE

\(1-8A +n)E, )

Si le point H coincide avec un neeud de 1I’élément, on vérifie aisément que seul ce noeud est

chargé : on aboutit a une charge purement nodale [1].

Etabli par : Dr. KHEBIZI Mourad —
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Figure 3.3 : Charge concentrée au point H

3.2.1.3.  Transformation de coordonnées
On désigne par les indices [ et g les grandeurs attachées aux systemes d’axes local d’étude
d’un élément et global d’étude de la structure. De maniére générale, on peut toujours écrire une
relation du genre
{g},="[RO0Nq}y
Ou [RO] est une matrice ditede transformation de coordonnées ou, plus simplement, de
rotation, puisqu’elle opére la rotation de’degrés de {q}, d’un élément fini, exprimés en axes

globaux, a ceux {q}; définis en axes locaux.

La matrice de rigidité exprimée dans les axes globaux s’écrit donc
[K1y = [RO]"[K],[RO]
Le vecteur force défini en axes globaux s’exprime par
{f} = [RO]"{f},
Considérons un ¢lément fini rectangulaire d’élasticité plane (figure 3.4). La connaissance
des coordonnées des nceuds permet de calculer 1’angle a orientant les axes locaux (x, y) par
rapport aux axes globaux (X, Y). En chaque nceud, les déplacements sont u; et v; (i = 1,2,3,4).
On a donc simplement
(o, = o cova {01}, = 1701 {3]

) 9

et, pour tous les nceuds, la relation {q};, = [RO]{q}4 s’écrit

Etabli par : Dr. KHEBIZI Mourad
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r u1 \ ( ul )
U1 U1
...... '[RO], 0 : 0 : 0 1.
Uy : : Uy
(2 0 i [RO], : 0 : 0 ()

Lot = o L s i [{eer =[ROg),
Us 0 : 0 : [RO], : 0 Us
VU3 U3
...... 0 0 : 0 [RO], ) |-
Uy Uy

\ Vs J i \ vy J g

Figure 3.4 : Rectangle a champ de déplacement bilinéaire en axes locaux et globaux
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